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1. TEEMA: Lineaarsete vorrandite susteemid

1. Teema valiku pohjendus

Matemaatikas on lineaarvirrandite slisteem (vOi lineaarne slisteem) Uhe voi mitme
lineaarse vorrandi kogum, mis hdlmab samu muutujaid. Moodul kirjeldab reaalkoefitsientidega
lineaarvorrandite slisteemide lahendamise probleeme ja viitab samal ajal nende geomeetrilisele
toélgendusele.

Lineaarsete slisteemide teooria on lineaaralgebra alus ja pdhiline osa, mida kasutatakse
enamikus tdnapaeva matemaatika harudes. Arvutusalgoritmid lahenduste leidmiseks on oluline
osa numbrilisest lineaaralgebrast ning neil on oluline roll inseneriteaduses, fiilsikas, keemias,
arvutiteaduses ja majanduses. Lisaks - mittelineaarsete vorrandite slisteemi saab sageli
lahendada lineaarse silisteemiga (vt lineariseerimine), mis on kasulik tehnika isegi keeruliste
sisteemide matemaatilise mudeli v6i arvutisimulatsiooni loomisel.

Moodul ei toeta mitte ainult vérrandisiisteemi lahenduse leidmist, vaid véimaldab kasutajal ka
seostada algebralist valjendit selle geomeetrilise tdlgendusega. Seda saab kasutada ka lineaarsete
vorrandistiisteemide kasutamist noudvate (lesannete lahendamiseks. Harva leidub vorrandeid,
mis modelleerivad probleemi tapselt. Pigem on tdenaoline, et dppija satub olukorda, kus ta teab
pOhiteavet ja peab kohandama vdérrandislisteemi voi teab lahendust ja peab muutma slisteemi
koefitsiente. Seega vdimaldab moodul kasutajal Oppida ka Ulesande analidtilise lahenduse
pohitddesid. Naiteks:

Kirjutage lineaarsete vorrandite slisteemi kujutav olukord ja leidke selle lahendus.

a) Tuvastage probleemi tundmatud suurused ja esitage need muutujatega.

b) Kirjutage vorrandisiisteem, mis modelleerib probleemi tingimusi.

c¢) Lahendage silisteem.

d) Kontrollige pakutud lahendust.

Lineaarsete vorrandite sisteemi lahendamise standardalgoritm pdhineb nn Gaussi
eliminatsioonil, mida on muudetud.

2. Ajalooline taust

Umbes 4000 aastat tagasi teadsid babliloonlased, kuidas lahendada lihtsat 2x2 kahe tundmatuga
lineaarset vdrrandisiisteemi. Umbes 200 eKr avaldasid hiinlased "Uheksa peatiikki
matemaatilisest kunstist". Nad nditasid voimet lahendada 3x3 vorrandististeemi (Perotti:
Retrieved from http://www.science.unitn.it/~perotti/History of Linear Algebra.pdf).
Lineaaralgebra joud ja edusammud joudsid |6pule alles 17. sajandi |8pus. Siis kerkis esile
determinantide ja ruutmaatriksiga seotud vaartuste teema, mida uuris arvutuste looja Leibnitz.
Sajandivahetusel tutvustas Gauss lineaarvdrrandite slisteemi lahendamise protseduuri. Tema t66
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kasitles peamiselt lineaarseid vérrandeid ja ei olnud veel tutvustanud maatriksite ideed ega
nende markimist. Ta kasitles erinevate arvude ja muutujate vorrandeid ning analldlsis Euleri,
Leibnitzi ja Crameri t66d enne 19. sajandit. Termin "maatriks" vdeti kasutusele 1848. aastal J. J.
Sylvesteri poolt. Maatriksalgebra teooria alused parinevad Arthur Cayley 1855. aasta toddest.

Kuigi lineaaralgebra on teiste matemaatiliste praktikatega vorreldes Gsna uus teema, on selle
kasutamine laialt levinud. Arvutikunstnik Leibnitzi joupingutustega formaliseeriti tundmatute
lahendamiseks lineaarsete vorrandite sisteemide kasutamise kontseptsioon. Teised
joupingutused sellistelt teadlastelt nagu Cayley, Euler, Sylvester ja teised muutsid lineaarseid
siisteeme nende kujutamiseks maatriksite kasutuseks. Séltumata tehnoloogiast, osutub Gaussi
korvaldamine endiselt parimaks viisiks lineaarsete vorrandite sisteemi lahendamiseks.

Isegi kui teadlased uuendavad oma Opikuid, jadvad pdhitded samaks.

3. Opitulemused
Selle mooduli labimisel peaksid lidpilased olema vdimelised mdistma ja Gigesti valima teoreetilisi
teadmisi, mis voimaldavad neil saavutada:

e  Oskus maaratleda kahe ja kolme muutujaga lineaarvorrandite slisteemi tdhendust
lineaaralgebra notatsiooniga.

e Oskus tuua naiteid koos nende geomeetrilise tdlgendamisega.

e  Oskus valida lilesande jaoks dige matemaatiline mudel, kasutades lineaarseid
vOrrandeid.

e  Oskus lahendada lineaarsete vorrandite siisteemi lGlesandeid erinevate meetoditega, nt
asendamise, kdrvaldamise ja kombineerimise abil.

Opilased, kes mdistavad matemaatilisi mdisteid, oskavad selgitada &pitud mdisteid, eristada,
millised on ndited ja millised mitte, |ahtudes esitatud definitsioonidest ja materjalidest, ning
rakendada Opitud mdisteid seotud probleemide lahendamisel. See tdhendab, et Opilane on
vOimeline:

. Madrake omadusi, mida tuleb lahendada (nt vérrandite arv, kas need on homogeensed).

. Deklareerida lahenduse olemasolu (nt maatriksi auaste, determinant).

e  Valige Oigesti antud sisteemi lahendamise meetod.

e Madrata geomeetriline esitus (nt toetusena, kui kasutatakse lahendusmeetodit).

4. Teoreetilised alused

Praktilisi probleeme paljudes valdkondades, naiteks bioloogias, arinduses, keemias,
arvutiteaduses, majanduses, elektroonikas, inseneriteaduses, flilsikas ja sotsiaalteadustes, saab
sageli taandada lineaarsete vorrandite slisteemi lahendamisele. Lineaaralgebra tekkis katsetest
leida slistemaatilisi meetodeid nende siisteemide lahendamiseks.
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Naiteks - kuia, b jac on reaalarvud, siis on vorrandi graafik kujul:
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ax+b=c

on sirgjoon (kuia jab ei ole mdlemad nullid), seega nimetatakse sellist vorrandit lineaarseks
vorrandiks muutujas x.

Sageli on siiski mugav kirjutada muutujaid kujulxy, x5, ..., x5, , eriti kui tegemist on rohkem kui
kahe muutujaga. Vordus kujul:

a1 X1+ azx, +-+apx, =b

nimetatakse lineaarseks vorrandiksn muutujatega x4, x5, ..., x,. Siin a4, a,, ..., a, tahistavad
reaalarvud (mida nimetatakse vastavaltxy, x,, ..., x,,, koefitsientideks) jab on samuti arv (mida

nimetatakse vorrandi konstantseks terminiks). Lineaarvdrrandite [Oplikku kogumit
muutujategax, x,, ..., X, nimetatakse nende muutujate lineaarvdrrandite stisteemiks.

Antud lineaarse vérrandia;x; + a,x, + -+ a,x, = b, jada sy, S5, ..., S, arvudestn nimetatakse
vorrandi lahendiks, kui:

a;81 +a;s, + -+ a,s, =b,
st kui vorrand on rahuldatud, kui kdikx 'd asendatakse vastavates 'dega(x; = s;,x, =

So, ., Xy = Sp). Arvude jada nimetatakse vGrrandististeemi lahendiks, kui see on siisteemi iga
vorrandi lahendus.

Maadratlus  1.1. Uldinem X n  lineaarsete  vérrandite  siisteem on  kujul:
A1 X1 + QX + Qi Xy = by,
A1 X1+ Ay Xp + - AonXy = by,

A1 X1+ Qe Xo + - Amp Xy = by,

kus siisteemi koefitsiendida;j, i = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n ja susteemi konstandidbj on antud
skalarid jax;, x5, ..., X, tahistavad slisteemi tundmatuid. Kuib; = 0 kdigii jaoks, siis nimetatakse
siisteemi homogeenseks; vastasel juhul nimetatakse seda mittehomogeenseks.

Madratlus 1.2. Lineaarsete voOrrandite slisteemi lahenduse all moistetakse jarjestatudn —
skalaaride topelt(cy,cy,...,c,), , mille asendamiselxy, x5, ..., x, slsteemi vasakule poolele
saadakse paremal poolel olevad vaartused. Siisteemi kdigi lahendite hulka nimetatakse stisteemi
lahendite hulgaks.

Maaratlus 1.3. Vorrandisisteemi, millel on vahemalt tks lahendus, nimetatakse jarjepidevaks,
samas kui stisteemi, millel ei ole lahendust, nimetatakse vastuoluliseks.

Loputu arvu lahenditega vorrandite puhul tuleb kasutusele votta muutujad, mida
nimetatakse parameetriteks. Selliselt kirjeldatud lahendite hulk on parameetrilisel kujul ja seda
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nimetatakse slisteemi Uldiseks lahendiks. Selgub, et mis tahes vérrandististeemi lahendused (kui
need on olemas) saab esitada parameetrilisel kujul (st muutujadx;, x,, ... on esitatud uute
sGltumatute muutujate kujuls, t, jne).

Meie probleemiks on kindlaks teha, kas antud slisteem on jarjepidev, ja kui see on, siis leida selle
lahenduskogum.

Maaratlus 1.4. Loomulikult on lineaarsete vorrandite sisteemiga seotud jargmised kaks
maatriksit:

e Koefitsientide maatriks A = [a,; -+ a;n i~} a1 apn].

e Tdiendatud maatriks [A|B] = [ay - a;n i~} a1 apn|by ... by

Tadiendatud maatriks iseloomustab taielikult vorrandisiisteemi, kuna see sisaldab kaoiki
sisteemi koefitsiente ja stisteemi konstante. Pange tahele, et koefitsientide maatriks on maatriks,
mis koosnebn esimesest veerust. B.

Maaratlus 1.5. Maatriksir; ridade jarjestus on maksimaalne arv ridu, mida peetakse vektoriteks
ja mis on lineaarselt s6ltumatud. Samamoodi on veeru jarjestusr, lineaarselt sbltumatute
veergude maksimaalne arv. See on oluline tulemus, ei ole liiga raske naidata, et maatriksi ridade
ja veergude ridad on vordsed. Seega voib lihtsalt raakida maatriksi auastmest. r = n. = 7.

Teoreem 1.1 (Kronecker - Cappelli). Lineaarsel vorrandite siisteemil on lahendus siis ja ainult siis,
kui: r(A) = r([A|B)).

e Elementaarne ridaoperatsioon

Elementaarsed reaoperatsioonid koosnevad jargmistest toimingutest:
e  Vahetage kaks rida.
e  Korrutage rida mittenullarvuga.
e Asendab rea mone teise rea mis tahes kordajaga, mis on sellele lisatud.

Lineaarsete slisteemide geomeetriline tdlgendamine

Kahe tundmatute kahest vérrandist koosneva lineaarse slisteemi geomeetriline tdlgendus
on nende vorrandite lineaarfunktsioonidele vastavate kahe sirge geomeetriline esitus. Tavaliselt
sisaldavad opikud jargmise tllpi skemaatilisi skeeme:
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Joonis 1.1.

Uhe v&rrandi kolme tundmatuga saab tdlgendada geomeetriliselt kolmemd&dtmelises ruumis.
Vordus:

Ax+By+(Cz=D

on lahendused, mis moodustavad tasandi, kui vihemalt tksA4, B, C on nullist erinev. Kui me
vaatleme selliste lineaarsete vdrrandite slisteemi, siis on lahendite hulk kdigi punktide hulk, mis
asuvad kodigis vastavates tasandites.

Tavaliselt sisaldavad dpikud jargmise tilpi skemaatilisi skeeme:

7

S5,

L

Joonis 1.2. Joonte ja tasapindade vastastikmdju, Dan Sunday, http://geomalgorithms.com.

Kaks lineaarsiisteemi, mis kasutavad sama muutujate kogumit, on samavaarsed, kui teise
sisteemi kdik vorrandid saab algebraliselt tuletada esimese slisteemi vorranditest ja vastupidi.
Kaks stisteemi on ekvivalentsed, kui mdlemad sisteemid on kas mittelihilduvad voi kui mélema
slisteemi iga vorrand on teise stisteemi vorrandite lineaarkombinatsioon. Sellest jareldub, et kaks
lineaarslisteemi on samavaarsed, kui neil on sama lahendite hulk.
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matemaatika dppimise ajal. Tulles tagasi lineaarsete vdrrandite siisteemi Uldise arutelu juurde,
kasitleme moningaid pohiklsimusi:

MATH 3DGEOVR

1. Kas siisteemil on lahendus?
2. Kui vastus esimesele kiisimusele on jaatav, siis mitu lahendust on olemas?
3. Kuidas me koik lahendused kindlaks teeme?
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5. Rakendused igapaevaelus
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Et siduda lineaarsete vdrrandite slisteemid nende geomeetrilise tdlgendamise praktilise
rakendamisega, valiti rakendusosa moodulis valja energiakiirte valikuga seotud kiisimus. Tanu
sellele ei muuda kasutaja mitte ainult vérrandite siisteemi, vaid peab ka jalgima rakendatud
algebraliste muudatuste visualiseerimisega seotud muutusi. On olemas palju algoritme, mille abil
rekonstrueeritakse kompuutertomograafia (CT) kujutist meediumist. Me keskendusime
lineaarsetele algebralistele meetoditele.

Modnel juhul ei ole lihtsa réntgenuuringu tulemused Ghest suunast piisavalt head ja oluline teave
vOib jaada avastamata (nditeks kasvaja luustiku taga). Kasutades selle asemel
kompuutertomograafiat, vaheneb selle teabe puudumise vdimalus markimisvaarselt, sest
kompuutertomograafia kasutab rontgenkiirte mitmest erinevast suunast, et luua ristldikepilt
meediumist, nii et meediumis olevad objektid ei saa Uksteist katta.

Level of section

Brain

/ l/‘_ CT scan

Joonis 1.3. CT-Idige. Allikas: https://dspace.bracu.ac.bd/xmlui/bitstream
/handle/10361/10915/13216001_MNS.pdf?sequence=1&isAllowed=y

Aju viil on lihtsuse huvides ja objektide jaotamiseks ruudustikuga tle kantud. See tahendab, et iga
ruudustik sisaldab objekti, mida tuleb skaneerida, anallilisida ja tuvastada.
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X Ray Source

Yy = %i6,;095) 4%4d,;00,)

Joonis 1.4. CT-uuringuga saadud UksiklGige. Iga viil on rekonstrueeritud kujutis.
mis saadakse rontgenikiirguse ndrgenemise registreerimisel |abi kudede piki ulatuslikku
mitmest suunast. Pildil on kujutatud réntgenikiirguse allikas ja vastav
vastuvotja, mida kasutatakse nérgenemise mé6tmiseks konkreetses suunas.
Paremal - lineaarne seos taheldatud intensiivsussuhete vahel.
Allikas: https://ecampusontario.pressbooks.pub/linearalgebraandapplications
/peatiikk/motivatsiooni-ndide/

6. Viited
[1] https://ecampusontario.pressbooks.pub/linearalgebrautm/chapter/chapter-1-system-
of-linear-equations/
[2] https://linearalgebra.math.umanitoba.ca/math1220/section-14.html
[3] https://www.mimuw.edu.pl/~amecel/2021z/2.gal_wyklad_1.pdf

[4] https://www.dlaucznia.pl/lekcja/matematyka,geometria-analityczna,uklady-rownan-
powtorzenie

[5] http://homepage.ntu.edu.tw/~jryanwang/courses/Mathematics%20for%20Managemen
t%20(undergraduate%20level)/Applications%20in%20Ch1.pdf

[6] https://www.studypug.com/linear-algebra-help/applications-of-linear-systems
[7] http://prac.im.pwr.wroc.pl/~kajetano/AM2/fun2var/fun2var-3.html
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2. TEEMA: Osalised tuletised

1. Teema valiku pohjendus

Uhe muutuja funktsioonif (x) tuletis tGitleb meile, kui paljuf (x) muutub, kuix muutub. Kui
me raagimef (x) muutumise kiirusestx suhtes, siis ei ole siin mingit ebaselgust, sestx peab olema
piiratud, et liikuda pikix -telge. Olukord muutub aga keerulisemaks, kui uurime kahe véi enama
muutuja funktsiooni muutumise kiirust. Kahe muutujaf(x,y) funktsiooni puhul oleks ilmne
analoog, mis Utleks meile, kui kiirestif (x, y) kasvab, kuix jay suurenevad. Enamasti sGltub see
aga sellest, kui kiiresti muutuvadx jay uUksteise suhtes. Mitmemuutuja funktsioonide puhul
muutuvad nende vaartused, kui Uks voi mitu sisendvaartust muutuvad, mistottu on oluline
arvutada muutust funktsioonis endas. Seda saab uurida, hoides kdiki muutujaid peale (ihe
muutuja konstantsena ja leides funktsiooni muutumise kiiruse Ghe allesjaanud muutuja suhtes.
Oskus arvutada osalisi tuletisi v@imaldab uurida ja mdoista mitme muutuja funktsioonide
kaitumist. Seda protsessi nimetatakse osaliseks diferentseerimiseks. Seda protsessi nimetatakse
osaliseks diferentseerimiseks. See avab arvutusele mitmesuguseid rakendusi, naiteks
puutetasandid, ...

2. Ajalooline taust

Uks esimesi teadaolevaid selle siimbolid kasutusi matemaatikas on markiis de Condorcet'i
poolt1770, , kes kasutas seda osaliste erinevuste puhul. Kaasaegse osalise tuletise markimise 10i
Adrien-Marie Legendre(1786),, kuigi ta loobus sellest hiljem; Carl Gustav Jacob Jacobi vdttis selle
simboli uuesti kasutusele aastal 1841.

3. Opitulemused

Selle mooduli l[abimisel peaksid (lidpilased olema vdimelised

e esimese ja kOrgema osalise maaratlus ja arvutustehnika, nii konkreetses punktis kui ka
konkreetses punktis

o osalise diferentseerimise moiste moistmine
e  funktsiooni tuletis osaliselt kdigi muutujate suhtes kordamoééda
o esimese osalise tuletise hindamine

e  teise osalise tuletise formuleerimine

Eeltingimused: Enne selle mooduli alustamist peaksid Glidpilased tegema jargmist.

e teavad Uhe muutuja funktsiooni diferentseerimise péhimotet
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4. Teoreetilised alused
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e Funktsioonif(x,y) osaline tuletisx suhtes.

Seosesz = f(x,y) on sbltumatud muutujadx jay ning s6ltuv muutujaz . Kahe muutuja
funktsiooni geomeetrilisest tdlgendamisest teame, et iga muutujax voiy vadrtuse muutmisel
saame jarjestikku kdverad, millest igaliks asub erinevas tasapinnas ja millest igaliks on osa
pinnast, mida tahame visandada. Niid véivad mdlemad muutujadx jay muutuda samaaegselt,
pOhjustades muutuse aadressilz . Selle asemel, et seda (ldist olukorda kasitleda, hoiame aga
esialgu ihe s6ltumatutest muutujatest fikseerituna. See on samavaarne lilkkumisega piki kdverat,
mis saadakse pinna |I6ikamisel Gihe koordinaattasandiga. Hoidesy konstantsena ja muutes ainultx
, muutubz ainultx funktsiooniks.

Maaratlus 2.1. Oletame, etz = f(x,y) on kahe muutuja funktsioon. Siis onf(x,y) esimene
of (xy) _ li f(xo+h,yo)—f(x0,¥0)
——= = lim

ax h—0 h

osaline tuletisx suhtes aadressil[x,, Y] antud jargmiselt.

Joonis 2.1.

Funktsiooniz tuletistx suhtes (y hoitakse konstantsena) nimetatakse funktsiooniz
. . . il dz d -
osaliseks tuletiseksx suhtes ja seda tahlstataksed—i,é,fx’ voi D, f.

- oy df (x, N . e . . .
Graafiliselt naltab% funktsiooni hetkelist muutumise kiirust, kui me hoiamey paigal ja
liigume paralleelseltx -telgiga positiivses suunas.

10
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Joonis 2.2.

df (x y)

Joonis 2.2 néitab, et kui me liigume+x -suunda(—1,1),———(—1,1) on positiivne, siisf (x,y)

suureneb selles suunas.

e Funktsioonif(x,y) osaline tuletisy suhtes.

Analoogiliselt, kui hoidax konstantsena ja muuta ainulty , muutubz ainulty funktsiooniks. Nitd
saame defineerida:

Madratlus 2.2. Oletame, etz = f(x,y) on kahe muutuja funktsioon. Siis onf(x,y) esimene
of (xy) _ 1i I (xo,y0+h)—f (x0,Y0)
——= = lim

ady h—0 h

osaline tuletisy suhtes aadressil[x,, V] antud jargmiselt.

tingimusel, et piirang on olemas.

Samamoodi nimetatakse funktsiooniz tuletisty suhtes (x hoitakse konstantsena)
funktsiooniz osaliseks tuletiseksy suhtes ja seda tahlstatakse — fy voi D, f.

11
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Joonis 2.3.

daf (x,y)

2 .
i (2,;) on negatiivne,

Joonisel 2.3 on nadha, et kui me liigume+y -suunda(Z,g),
siisf (x, y) suureneb selles suunas.

af (x,y)
b—dy

Graafiliselt ndita funktsiooni hetkelist muutumise kiirust, kui me hoiamex paigal ja liigume

paralleelselty -telgiga positiivses suunas.

Markus 2.1. Mitmemuutujaarvutuses kasutame simbolitd (seda keerdkaigulistd siimbolit,d ,
mida sageli nimetatakse "del", kasutatakse, et eristada osalisi tuletisi tavalistest (ihe muutuja
tuletistest, kus me kasutame simbolit d).

Selleks, et hinnata funktsioonif (x,y) osalist tuletistx suhtes, peame vaid teesklema, et
k&ik teised muutujad (st kdik pealex ), millestf(x,y) soltub, on konstandid, ja siis lihtsalt
hindamef (x, y) tuletistx suhtes kui tavalist ihe muutuja tuletist.

Koik tuletamise reeglid (korrutisreegel, korrutisreegel, ahelareegel jne) (the muutuja
arvutusest jadvad kehtima: lihtsalt seal on tdiendavad muutujad, mis hdljuvad ringi.

Uks vdimalik vasdrarusaam on, et osaline tuletis konkreetse muutuja suhtes s&ltub ainult sellest
muutujast. See ei ole tdsi. Osatuletise avaldisx suhtes séltub potentsiaalselt niix kui kay . Mis
tdhendab, et osalise tuletise vaartus séltub punkti asukohast, ka teisest koordinaadist.

Erandiks on additiivselt eraldatavad funktsioonid. Teisisonu, kui me vodime

kirjutadaF (x,y) kuif(x) + g(y), kusf (x) on the muutujax funktsioon jag(y) on tihe muutujay

(y) (y)

funktsioon. Siis on"—=2 = £'®) ja sdltumatuy ja——== = g’ ja sdltumatu muutujast .x

Me voime Uldistada osalisi tuletisi rohkem kui kahe muutuja funktsioonidele: iga
sisendmuutuja kohta saame osalise tuletise selle muutuja suhtes. Protseduur jadab samaks:

12
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Geomeetriliselt saab osalisi tuletisi tdlgendada kui lhe muutuja suhtes diferentseeritavate
funktsioonide graafikute puutujate kallakuid, kui me fikseerime teise muutuja vaartuse.

Osaline tuletisf”, naitab, kui kiiresti funktsioonf (x, y) muutub suunas jaxf’, naitab, kui kiiresti
funktsioonf (x, y) muutuby suunas.

Uldiselt, kuiz = f(x,y) on rohkem kui kahe sdltumatu muutuja funktsioon, siis onz = f(x,y)
osaline tuletis (ihe muutuja suhtes, jattes kdik teised muutujad konstantseks, z osaline tuletis selle
muutuja suhtes.

e Mitmest muutujast koosneva funktsiooni kdrgema astme osalised tuletised

Nagu lihe muutuja puhul, on meil ka siin kdrgema astme osalised tuletised iteratiivse osalise

Of(xy) . _0f(xy)
Ja—3

diferentseerimise abil. Uldiselt saab esimese astme osatuletisi P diferentseerida

jarjestikku kdrgema astme osatuletisteks.

af(xy) _ of(xy)
0x?2 on

Naiteks tuletisx suhtes. Kahe muutujax jay funktsiooni jaoks on meil neli teise

X
f2(x,y) 0f%*(xy) 0f%(xy) 9f>2(xy)
ox2 '’ oaxay ’ oayox ' oy2

astme osatuletist: .

Markus 2.1. Osatuletisi tuletisi rakendatakse indeksite markimises vasakult paremale, samas kui
tuletisi diferentsiaaloperaatorite markimises rakendatakse paremalt vasakule. Praktikas on
osaliste tuletiste jarjekord harva oluline.

of (xy) . af(x,y)
d py Y

Teoreem 2.2. Kui mélemad osalised tuletise on pidevad, siis on nad vordsed.

Markus 2.3.

e TeisisOnu, see segatud osaline tuletis on alati vordne (arvestades kergeid eeldusi
pidevuse kohta), nii et tegelikult on ainult kolm teise astme osalist tuletist.

e  Sedateoreemi saab tOestada, kasutades tuletise piirmaaratlust ja keskvaartuse
teoreemi. Toestuse Uksikasjad ei ole valgustavad, seega jatame need vilja.

e  Me vlime jatkata ja votta teise astme tuletisvaartustest kdrgema astme osalisi tuletisi.

5. Rakendused igapaevaelus

Tangentsidel on palju rakendusi igapdevaelus, alates arhitektuurist kuni inseneriteaduseni
ja fuusikani. Me utleme, et puutuja on sirge, mis puudutab koverat vilise punkti juures.
Geomeetrias on puutuja sirge, mis puudutab kdverat (ihes punktis.

13
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Tangentsitasand kujutab pinda, mis sisaldab kdiki kdvera puutujaid punktisPy, = [xg, Yo, Zo] , mis
asub pinnal ja labib seda punkti. Seega véimaldab puutetasand ennustada pindade kaitumist
funktsiooni teatud punktides.

Madratlus 2.3. OlguP, = [xy, Vo, Zo] punkt pinnalS ja olguC k&ver, mis labibP, ja asub taielikult
punktisS . Kui kdigi selliste kdverate puutujate sirgjooned punktisP, jadvad samale tasandile, siis
nimetatakse seda tasandit punktiP, puutuja tasandiks punktileS .

Tangent plane at
PafXa. o, Zo}

Curve C \ I
passes through !
Polxo, Yo, 2o} N |

Joonis 2.4 Pinna$ puutetasapind punktisP, sisaldab jargmist
koik kdverate puutujate sirgjoonedsS , mis ldhevad labi pindala. P

Madratlus 2.4. Olgu$ pind, mis on defineeritud diferentseeritava funktsioonigaz = f(x,y) , ja
olguP, = [xq, o] punktf(x,y) . Siis onS puutetasandi vdrrand punktisP, antud jargmiselt. z =
f(x0,¥0) + f'x(x0,¥0) (x — x0) + 'y, (%0, ¥0) (¥ — ¥0)

Joonis 2.5. Tangentsvektorid ja puutetasand

14
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e  Geomeetria ja trigonomeetria
e Arhitektuur
e  Tehnika ja projekteerimine

. Flusika

e (Geomeetria ja trigonomeetria

Tangentsidel on oluline roll kdverate uurimisel. Need on jooned, mis puudutavad kdverat thes
punktis, mis on risti kdvera raadiusega selles punktis. Tangente kasutatakse geomeetriliste
omaduste, nditeks raadiuse, 1abimdddu, akordi ja ringjoone pikkuse maaramiseks.

e Arhitektuur

Tangente kasutatakse ehitiste, naditeks volvide ja kupplite, kdverate kujundamiseks. Arhitektid
kasutavad tangente, et luua silmale meeldivaid kdverusi.

e Tehnika ja projekteerimine

Tangente kasutatakse teede, sildade ja muude konstruktsioonide kurvide projekteerimiseks.
Tangentide abil saavad insenerid luua kurve, mis on ohutud ja tohusad liiklemiseks. Tangente
kasutatakse autotdostuses, lennunduses ja tsiviilehituses, et projekteerida teede, sildade ja
muude konstruktsioonide sujuvate lleminekute ja tdohusate kurvidega teede, sildade ja muude
konstruktsioonide projekteerimiseks.

e Fllsika

Tangente kasutatakse objektide liikkumise analllsimiseks, naiteks mirsu trajektoori puutuja
mones punktis nditab mirsu kiiruse suunda selles punktis.

e Tangent igapdevases elusituatsioonis

e Paraboolkaare projekteerimine - Paraboolkaar on paraboolikujuline kodver.
Parabooli kasutatakse arhitektuuris sageli kaarte ja kuppelde loomiseks.

e Ringikujulise silla projekteerimine - Ringikujuline sild on sild, mis on ringikujuline.
Ringikujulisi sildu kasutatakse sageli jogede ja muude takistuste iletamiseks.

e \Veeremi projekteerimine - Veeremid on loodud selleks, et pakkuda sGitjatele
pOnevat elamust. Roobastee projekteerimiseks kasutavad insenerid ré6bastee kuju

maaramiseks puutujaid. Tangentsid tagavad, et rollercoaster on ohutu ja pakub
sOitjatele sujuvat sditu.

15
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Autoringraja projekteerimine - Autoringrajad on loodud selleks, et pakkuda
sOitjatele valjakutseid ja pOnevaid kogemusi. Autoringraja projekteerimiseks
kasutavad insenerid raja kuju maaramiseks puutujaid. Tangendid tagavad, et rada
on ohutu ja pakub sditjatele ausat voistlust.

Golfivaljaku projekteerimine - Golfivdljakud on loodud selleks, et pakkuda
golfimangijatele valjakutset ja nauditavat elamust. Golfivadljaku projekteerimiseks
kasutavad arhitektid tangentsid, et madrata faarvaatrite ja haljasalade kuju.
Tangendid tagavad, et

Skateboardparkide projekteerimine - Skateboardipargid on mdeldud selleks, et
pakkuda rulatajatele turvalist ja I6busat kohta oma oskuste harjutamiseks. Rula- ja
rulapargi projekteerimiseks kasutavad arhitektid rampide ja kausside kuju
maaramiseks puutujaid. Tangentsid tagavad, et rula pargis on turvaline ja pakub
rulatajatele erinevaid valjakutseid.
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3. TEEMA: Skalaarvalja gradient
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1. Teema valiku pohjendus

Vektorvalja voi skalaarvdlja saab diferentseerida asukoha suhtes kolmel viisil, et saada
teine vektorvali voi skalaarvali. On kolm tuletist: skalaarvalja gradient, vektormalja diverents ja
vektormalja kdverus.

See moodul uurib skalaarvalja gradienti.

2. Ajalooline taust

Gradienti tahistas Hamilton 1846. aastal4 . Aastaks 1870 tahistati sedaV, imberpdoratud
delta ja seetSttu nimetati seda "atle". 1871. aastal kirjutas Maxwell: "SuurusVP on vektor. Ma
julgen, kuigi vaga kéhklevalt, nimetada sedaP. kallakuks." Nimetust "kalle" enam ei kasutata, kuna
see on asendatud "gradientiga". "Gradient" ldheb tagasi sGnale "grade", tee vdi pinna kalle.
Nimetus "del" ilmus esimest korda triikis 1901. aastal, raamatus "Vector Analysis, A text-book for
the use of students of mathematics and physics founded upon the lectures of J. Willard Gibbs, by
E. B. Wilson".

3. Opitulemused

Selle mooduli [abimisel peaksid dpilased olema véimelised
e leida skalaarvalja gradienti

. suuna tuletise arvutamiseks

Eeltingimused: Enne selle mooduli alustamist peaksid (ilidpilased tegema jargmist.
e olema tuttav kahe v&i kolme muutuja funktsiooni mdistega
e olema tuttav osalise diferentseerimise mdistega

e  olema tuttav skalaar- ja vektorviljadega

4. Teoreetilised alused

e Gradient

of »  Of
6y]+6zk' ’

kust, 7, k on vastavaltx, y, z koordinaatide suundades olevad standardsed thikvektorid.

Madratlus 3.1.  Skalaarvéljaf (x,y,z) gradient on vektorgradf=Vf=Z—£?+
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Mones rakenduses on kombeks esitada gradienti kui selle komponentide ridade vektorit

vOi veergude vektorit ristkiilikukorraksete koordinaatsiisteemis. Sageli kasutataksegradf, asemel

tahistustVf . (V on vektor-diferentiaaloperaator nimega "del" vdi "nabla", mis on defineeritud

9., 05, 07 . , : .
V=—1 +£] +Ek' Vektor-diferentiaaloperaatorina sdilitab ta vektori omadused, teostades

MATH 3DGEOVR

dx
samal ajal ka diferentseerimist).

Kuif on mone muu muutuja funktsioon, siis Uldiseltn, gradient on defineeritud
analoogiliselt: vektori komponent mis tahes koordinaatidesx;, i = 1,2,...,n, ong—i osaline
tuletisf suhtes. x;.

Funktsioonf on skalaarfunktsioon (skalaarvali), kuidgradf, on vektorvaartusega
funktsioon (vektorvili): see vOGtab sama arvu argumente kuif ja valjastab vektori sama arvu

koordinaatidega.

Jargnevatel joonistel on esitatud mitu skalaarfunktsioonide ja vastavate gradientide
vektorviljade kujutist. Esimene on funktsioonf(x,y) = x? — y?, Jargmisel joonisel on
funktsioonif (x,y) = —(cos?x + cos?y)? gradient kujutatud projitseeritud vektorivaljana
alumisele tasandile ja gradient, mida kujutavad sinised nooled, tdhistab skalaarfunktsiooni
suurima muutuse suunda.

<
L

Fix,y) = x* =y

Vil
g

— — p——

e o b e
s N N~
~~ N o
i e A aka

|
|
!

-
————

Joonis 3.1.
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Jargmisel joonisel on pinnal kujutatud gradient - punased nooled tahistavad suurimat
tdusu, sinised aeglasemat ning peal on tdus ja gradient null.

BT | cosx*cos(y)

-0.5
Lo . Lo 1.250
1,000
0,750
Lo | 0.5 0,500
: 5 0,250
oy 2T T 0,000
T e '
LIRS 0.0 -0.250
AL OIGERTR 0500
AR A AL SR I 0,750
L7, L A A NG T A St '
R ey iy A AT 0.5 -1,000
SN AN ST O S -
. 0,0 Ay T Taze e (o -1,250
e e
S
e S s L0
0,5 T -

-1.0 1.0

Joonis 3.2.

Omadused:

e Lineaarsus: Gradient on lineaarne selles méttes, et kuif;, i = 1,2,...,non
reaalvadrtusega diferentseeritavad funktsioonid jac; € R,i = 1,2, ..., n on konstandid,
siis,

grad(c,fi + cofs + -+ cnfy) = cygradf; + cygradf, + -+ + c,gradf,.

e Toote reegel: Kuif jag on reaalvaartusega diferentseeritavad funktsioonid, siis vaidab
tootereegel, et korrutisf g on diferentseeritav ja

grad(f g) = f gradg + g gradf.

Vektorgradf annabf suurima muutumiskiiruse suuruse ja suuna igas punktisA.
GradientvektorVf (xy,v,) on ortogonaalne (v&i risti) tasemekdveragaf (x,y) = k punktisA =
[x0, Yol . Samamoodi on gradientvektorVf (x,, yo, o) ortogonaalne tasemepinnagaf (x,y,z) =
k punktisA = [xg, Yo, 2o]. . Jargneval joonisel on esitatud gradientvektori positiivne suund
funktsioonif,. kontuuride erinevates punktides. Positiivse gradienti suund on tahistatud punase
noolega. Kontuuri puutujajoon on nadidatud rohelise varviga.
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Vfixg, yo)

level curve
flx.yi=k

0

- Y

Joonis 3.3.

Jargmistel joonistel on funktsioonf (x, y) = sin(x + y?) ja selle kontuurijooned.

\\\
> .
T
N
\ L |
N
_ab |

Joonis 3.4.

—-

=)

—

Jargmisel joonisel on visualiseeritud ekvipotentsiaalpinnad funktsiooni

f(x,vy,z) =sin(x + y?) + z
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Joonis 3.5.
. af of @ . .
Kuna gradientvektor oan=(é,£,a—£), , siis onf(x,y,z) =k antud pinna

puutetasandilA = [x,, Vo, Zo] vOrrand

of (A af (A af (A
—];(x)(x—xo)+—];(y)(y—yo)+ fa(z)

Kui meil on vaja sirget, mis on pinna suhtes punktist ortogonaalne - normaaljoon, siis on
seda piisavalt lihtne saada, kui meenutame, et joone vdrrandiks on vaja ainult punkti ja
paralleelvektorit. Kuna me tahame sirget, mis asub punktisA = [x,, Vo, Zo] , siis teame, et see
punkt peab samuti olema sirgel ja me teame, etVf (x,, vy, Zo) on vektor, mis on pinna suhtes
normaalne ja seega on sirgega paralleelne. Seega on normaaljoone vdrrand,

of (x0, Yo, Zo)

(z—2y) =0.

X = XO+t ax
of (x0, Yo, Zo)
y = Yo+t ———
0 ay
af (xo, Vo, Z
z = Zo+t—f(0y0 0),tER

0z

Eelnevalt tutvustasime gradienti kartesiaanlikes koordinaatides. Gradienti voib vdljendada
ka teistes koordinaatides, nt polaar-, silindri- ja sfaarikoordinaatides. Polaarkoordinaatides on
gradient antud jargmiselt
of _, 10f _,
= e

gradf(r, (P) = vf = er +; a(p €y,
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gradf (r,¢,z) = Vf =

Sfaarilistes koordinaatides on gradient antud jargmiselt

o, Of  10f | 1 of _,
gradf(r,cp,e)—Vf—aer+;%e(p rsin(p%ee'

kusr on radiaalkaugus, on asimutaalnurk ja@ on polaarnurk ninge;, e, eg on jéllegi
koordinaatide suundades paiknevad Uhikuvektorid.

e Suunatud tuletis

Funktsioonif = muutus antud suunas (maaratud iihikuvektorinal )  maaratakse
skalaarproduktigradf - L pohjal. Seda skalaarset suurust nimetatakse suunaliseks tuletiseks.

Maératlus 3.2. Kuil = (lx, ly) on uhikuvektor, siis onf suunaline tuletis suunasd = [%0, Yo,

iy yo+hly)—f(xo,
mida tihistatakse %(liﬂ ,defineeritud kui piirvaartus %(li”=}lin(1)f(x°+ y°+h y)=/ CXo.y0)

)

tingimusel, et piirvaartus on olemas.

Vastav madratlus, kuif on rohkem muutujaid, on analoogne. Kuil on tihikuvektor Ghes
koordinaadisuunas, taandub suunaline tuletis vastavaks osaliseks tuletiseks.

Teoreem 3.1. Kuil on iikskéik milline iihikuvektor jaf on funktsioon, mille kéik osalised tuletised

on pidevad, siis rahuldab suunav tuletis % = gradf - I

See tulemus eeldab, et suundl on thikuvektor. Kui soovitud suund ei ole Ghikvektor, tuleb
suunavektor kdigepealt normaliseerida.

Monikord anname nurgana muutumise suunax jay . Naiteks voime delda, et tahamef
muutumise kiirust suunasa. Uhikuvektor, mis néitab selles suunas, on antud! = (cosa, sina).

Kolmemaodtmelisel juhuIZ= (cosa, cosB, cosy), , kusa,B,y on nurgad, mida vektorl teeb
koordinaatteljega, nimetatakse suunakosiinideks. Sellisel juhul arvutatakse suuna tuletis kui
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Mzgcosa+gsina M=gcosa+gcosﬁ+gcos
dl 0x dy ' dl dx oy 9z OV

Suundderivaatide arvutamise gradientide teoreemi pdhjal saame tuletada mitu jareldust selle
kohta, kuidas suundderivatiivi suurus soltub suunast. I

Jareldused: Oletame, etf on diferentseeritav funktsioon, mille gradient ongradf jaf on
Uhikuvektor. Siis kehtib jargmine:

. v d _— T N
1) Maksimaalne vaartusd—]; tekib siis, kuil on UGhikuvektor, mis nditab suunasgradf,,

kuigradf # 0, ja maksimaalne vaartus on+|gradf|. . Teisisdnu, gradient nditab suunas,
kusf kasvab kdige kiiremini.

- v d _ T .
2) Minimaalne vaartusd—g tekib siis, kuil on Ghikuvektor, mis osutabgradf, vastassuunas,

kuigradf # 0, ja minimaalne vaartus on—|gradf|. . Teisisdnu, gradient osutab
vastassuunas, kusf vaheneb kdige kiiremini.

af ... S . 7
3) d—];,vaartus on null, kui ja ainult siis, kuil on ortogonaalne gradf.

5. Rakendused igapaevaelus

Vaadelda ruumi, kus temperatuur on antud skalaarviljagaT, , nii et igas punktis[x, y, z] on
temperatuurT(x,y, z), sdltumata ajast. Igas ruumi punktis nditabT gradient selles punktis,
millises suunas temperatuur kdige kiiremini tSuseb, eemaldudes|[x,y,z]. . Gradienti suurus
maarab, kui kiiresti temperatuur selles suunas téuseb.

Temperature Gradient

Hot End

®_ o e 0. 0
L] 2 0 o
¢ 0

e 0. 48

SR
® @ ¥

e Free Electrons (Negatively charged )

Joonis 3.6.

Jargmisel joonisel on kujutatud temperatuurikontuurid ja soojusvoogude jooned
metallplaadi jaoks. Soojusvoolu suund on piki voolujooni, mis on kontuuridega ortogonaalne
(joonisel b on katkendlikud jooned); see soojusvoog on proportsionaalne vektorvaljaga. gradf.
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Joonis 3.7.

Samuti on sageli avaldatud pdevakaarte, mis naitavad temperatuuri kogu riigis kontuurjoonte
abil. Jargmine joonis on naide

@ SHMO - Predpoved ALADIN z 28.84.2823 (pl) @6:08 na 38.84.2023 (ne) 15:88 UTC
TEPLOTA [*C] v 2 m
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Joonis 3.8.

Vaadeldakse niiid pinda, mille kdrgus merepinnast punktis[x,y] onf(x,y). . Punktif
kaldeng on tasapinnaline vektor, mis naitab selles punktis kdige jarsema ndlva voi tdusu suunas.
Kalda jarskus selles punktis on antud kaldengivektori suuruse jargi. Gradienti saab kasutada ka
skalaarvalja muutumise mddtmiseks teistes suundades, mitte ainult suurima muutuse suunas,
vottes punktprodukti. Oletame, et mde kdige jarsem kalle on40%. Otse lilesmage kulgeva tee
kalle on40%, , kuid nurga all imber mae kulgeva tee kalle on madalam. Naiteks kui tee on 60°
nurga all mde llesmae suunas (kui mélemad suunad on projitseeritud horisontaaltasandile), siis
on tee kalle piki teed kaldevektori ja piki teed kulgeva uUhikuvektori punktproduktsioon,
nimelt40% korda 60° kosinus v&i 20%.
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Uldisemalt, kui maekdrguse funktsioonf on diferentseeritav, siis annab (ihikvektoriga
punktiiritudf gradient mde tdusu vektori suunas, f suunaline tuletis piki Ghikvektorit L

Altitude z=f(x,y)
x,y.z in feet, tin hours

30000
'

20000
I

\

10000
1
\
\
\

o -

T T T

0 10000 20000 30000 40000

Altitude z=1(x,y)
x.yz in feet, tin hours

40000
1
|
|
\

30000

10000
1
\

(I) 10(;00 ZO(I)OO 30(;00 40(;00
Joonis 3.9.
PunktisP, mis suunas U
e Voimsa matkaja tahab kdige jarsemat tlesmage.

e  Voimsa suusataja soovib kdige jarsemat laskumisrada.

e Laisk matkaja tahab viltida igasugust kdrguse muutust.
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Joonis 3.10.

Kdrgusemuutuste viltimiseks kdnnib laisk matkaja médda tasast kdverust. PunktisP, on suundu
puutub kokku tasanduskdveraga, mis annab kaks Ulaltoodud vdimalust. Sellel teekonnal ei toimu

. . ~ d .o b .o b ~ . . ~
mingit kdrguse muutust, std—g, = 0, niigradf - u = 0, niigradf L u -tdus on risti tasanduskdveraga.

200 200

Joonis 3.11.

a: . d . -
Vdimsuse matkaja puhul ond—é maksimaalne vaartus+|gradf|, , seega onu Uhikuvektor samas

. = d e e o S ~ ~
suunas nagugradf jau = é;zd; . See on kdige jarsema tdusu ehk kiireima tdusu suund. Vdimsate
. - .. . . . . . d d
suusatajate puhul onu thikuvektor, mis on vastupidises suunas nagugradf jau = _Ii%dj;l . See

on koige jarsema laskumise ehk kiireima languse suund.
Ulesanded:

e Koige jarsema tousu tee: Joonistage tee, mis algab punktist (kollane), muutes pidevalt
suunda, et jaada risti kontuuriga ilesméage (kasvavas suunas).

e  K0Oige jarsema laskumise tee: Sarnane, kuid allamage minev.
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Joonis 3.12.

Niide 3.1. Oletame, et mée kdrgus merepinnast on antudf (x, y) = 1000 — 0.01x% — 0.02y2. .
Kui te olete punktis(60,100) , siis millises suunas muutub kdrgus kdige kiiremini? Kui suur on
kdrguse maksimaalne muutumise kiirus selles punktis?

Lahendus. Maksimaalne kdrguse muutumise kiirus toimub siis kaldengvektori suunas.
gradf(x,y) = (—0.02x, —0.04y), .gradf(60,100) = (—1.2,—4)
Maksimaalne kérguse muutumise kiirus selles punktis on,
|gradf(60,100)| = \/(—1.2)2 + 42 =+/17.44 = 4.176.

Markame, et oleme punktis(60,100) ja kdrguse suurima muutumiskiiruse suund selles punktis on
antud vektoriga(—1.2, —4). . Kuna mdlemad komponendid on negatiivsed, siis tundub, et suurima
muutumiskiiruse suund naitab pigem mae keskme suunas llespoole kui maest eemale.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Gradient

https://machinelearningmastery.com/a-gentle-introduction-to-partial-derivatives-and-
gradient-vectors/

https://mathweb.ucsd.edu/~gptesler/20c/slides/20c_dirderiv_f18-handout.pdf
https://nucinkis-lab.cc.ic.ac.uk/HELM/HELM_Workbooks_26-30/WB28-all.pdf
https://web.northeastern.edu/dummit/docs/calc3_2_partial_derivatives.pdf
https://tutorial.math.lamar.edu/Classes/Calclll/PartialDerivAppsintro.aspx
https://people.math.sc.edu/meade/PROJECT/DRAFTS/SMch16.pdf

https://theengineeringmindset.com/temperature-sensors-explained/temperature-
gradient/#google_vignette

Videod: https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-
derivatives/gradient-and-directional-derivatives/v/gradient
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4. TEEMA: Kohalikud, piiratud kohalikud ja globaalsed aarmused

1. Teema valiku pohjendus

Mitmemootmeliste funktsioonide piiratud ekstreemide kasutamine esineb sageli
optimeerimisprobleemides, kus on vaja maksimeerida v6i minimeerida antud funktsiooni teatud
tingimustel. Praktikas esinevad mitme muutuja funktsioonide piiratud ekstreemid sageli
majandus-, insener- ja matemaatikaprobleemides, samuti nende valdkondade antud probleemile
matemaatilise mudeli leidmisel.

2. Ajalooline taust

Mitme muutuja funktsioon on funktsioon, millel on rohkem kui lks sisendargument. See
moiste voeti kasutusele Vana-Kreekas, kus matemaatikud, nagu Archimedes ja Eukleidese,
kasutasid geomeetriliste  kujundite ja liikumise kirjeldamiseks mitut muutujat.
Diferentsiaalarvutuse au vOib omistada India matemaatikule Bhaskarale (1114-1185), kes
demonstreeris naditeks seda, mida me praegu teame diferentsiaalkoefitsiendina, ja andis ka
tanase Rolle'i teoreemi pohiidee. India matemaatik Madhava tegi koos teiste 14. sajandi Kerala
koolkonna matemaatikutega palju huvitavaid ekskursioone diferentsiaal- ja integraalarvutuse
alal. Téeline labimurre toimus siiski 17. sajandil, kui Leibniz ja Newton to6tasid selle kallal, mida
praegu peetakse diferentsiaal- ja integraalarvutuse avastuseks. Esimese kirjaliku markuse
diferentsiaalarvutusest vGib leida Leibnizi ja L'Hospitali 1695. aastal vahetatud kirjadest, kus
Leibniz mainis 0,5. jarje tuletamist. Sel ajal ei osanud ta veel ennustada selle tahtsust ega
arvutamismeetodit. Siiski markis ta, et sellest paradoksist saab ihel paeval kasulikke praktilisi
jareldusi. Ka teised olulised teadlased jargisid seda ideed, sealhulgas sellised suurkujud nagu
Bernoulli, Euler, Laplace, Fourier, Abel, Riemann ja Cauchy. Tanapdeval on mitme muutuja
funktsioonidel oluline roll paljudes valdkondades, nditeks matemaatikas, fllsikas, majanduses,
arvutiteaduses, inseneriteaduses ja paljudes teistes teadustes. Mitmemdotmelisi funktsioone
kasutatakse reaalsete olukordade modelleerimiseks ja voimaldavad arvutada keerulisi stisteeme
ja protsesse, mida oleks raske voi voimatu lahendada Ghe muutuja funktsiooni abil.

3. Opiviljundid
Selle mooduli [abimisel peaksid dpilased olema véimelised

e  mitmest muutujast koosnevate funktsioonide lokaalsete ekstreemide maaratlus ja
arvutusmeetodid

e  kuidas maarata kahe muutuja funktsiooni piiratud lokaalsed ekstreemid

¢ leida mitme muutuja funktsiooni maksimaalne ja minimaalne vaartus antud alamhulga
M alal
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Eeltingimused: Enne selle mooduli alustamist peaksid (lidpilased teadma jargmist.

e (he muutuja funktsiooni diferentseerimise pdhimdte
e rohkemate muutujate funktsioonid

e mitme muutuja funktsioonide osalised tuletised

4. Teoreetilised alused

e Kahe muutuja funktsioonide kohalik aarmus

Kahe muutuja funktsiooni lokaalseid ekstreeme on kahte tilpi: lokaalne maksimum ja
lokaalne miinimum. Funktsioonif (x,y) lokaalne maksimum esineb punktis(a, b) domeenist, kui
iga punkti(x, y) kohta domeenist teatavas naabruses(a, b) kehtib, et f(x,y) < f(a, b).

Funktsioonif (x, y) lokaalne miinimum esineb punktis (a,b) domeenist, kui iga punkti(x, y)
kohta domeenist teatavas naabruses(a, b), kehtib, et f(x,y) = f(a, b).

Kahe muutuja funktsiooni lokaalsete ekstreemide leidmiseks on erinevaid meetodeid,
nditeks osaliste tuletiste meetod, Hessi maatriks voi Lagrange'i korrutajad. Need meetodid
vOimaldavad maadrata punkte, kus funktsioon muutub kasvavast vahenevaks voi vdahenevast
kasvavaks, ja seega kindlaks teha, kas tegemist on lokaalse maksimumi véi miinimumiga.

Olguf (x,y) funktsioon, millel on pidev teine osaline tuletis punkti(a, b). naabruses.f
funktsiooni Hessi maatriks on teise osalise tuletise maatriks ja Hessi maatriksi determinant (Hessi)
arvutatakse jargmiselt:

of*(x,y) 0f*(x,y)

d0x? d0x 0y
af?(x,y) 0f*(x,y)
dx 0y dy?

Siis on see nii: Kui funktsioonif Hessiuse determinant punktis(a, b) on positiivne ja teine osaline
tuletis punktix suhtes punktis(a, b) on positiivne, siis onf kohalik miinimum punktis . (a, b).

Kui funktsioonif Hessiuse determinant punktis(a, b) on positiivne ja teine osaline tuletis
punktix suhtes punktis(a, b) on negatiivne, siis onf kohalik maksimum punktis (a, b).

Kui funktsioonif Hessiuse determinant punktis(a,b) on negatiivne, siis ei olef
punktis(a, b). lokaalset ekstreemumit. See test véimaldab ma&rata kahe muutuja funktsiooni
lokaalseid ekstreemumeid, kui funktsioon on piisavalt sile ja tal on punkti(a, b). naabruses
pidevad teised osalised tuletised. Kui Hessiuse determinant on null, siis on lokaalsete
ekstreemumite maaramiseks vaja teisi meetodeid.
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Joonis 4.1.

e Kahe muutuja funktsioonide piiratud lokaalne aarmus

Ulesanne on leida selline punktA kogumisM , mille funktsionaalne vaartusf (4) on suurim vdi
vadikseim, vOrreldesf vaartustega kogumiM punktides, mis asuvad punktid Iahedal. PunktiA
nimetatakse piiratud aarmuse punktiks. Maaratleme kahe muutuja funktsioonide piiratud
aarmuse:

Olguf kahe muutujaga funktsioon, mis on defineeritud aadressilD(f) D E?, ja olgu set
V =[x,y] € D(f): g(x,y) = 0 D D(f) antakse. Vdrrandiga maaratud tingimus

g(x,y) =0 mida tdidavad kdigi funktsioonif maaratlusalaD(f) punktide koordinaadid, mis
asuvad kogumisV , nimetatakse piiranguks. Funktsioonif, ekstreemid, mis on saavutatud
piiranguga maaratud kogumisV D D(f) , on funktsiooni piiratud lokaalsed ekstreemid. f.

Punktid = [x,,y,] nimetatakse piirangug(x,y) = 0, piiranguf piiratud lokaalse maksimumi
(miinimumi) punktiks, kui on olemas selline punktiO.(A) naabrusd, , et kdigi
X € 0.(A), koordinaatide puhul, mille koordinaadid vastavad antud piirangule, kehtibf(X) <
f(A)((f(X)Zf(A)). . Rangete ebavdrdsuste korral radgime rangest piiratud lokaalsest
maksimumist vO0i miinimumist. Funktsiooni piiratud kohalikku miinimumi ja maksimumi
nimetatakse koos funktsiooni piiratud kohalikeks ekstreemideks. Kuidas maarata funktsiooni
piiratud lokaalseid ekstreemasid? f(x, y)?

1. Muutujay saab eraldada piirangustg(x,y) =0 ja maarata muutujax,y = h(x)
funktsioonina See funktsioon saab asendada funktsioonigaf (x, y), , samas kui the muutujax
komposiitfunktsioon, mis on maaratletud kogumisV , on véimalik saada.

f(x, h(x)) = F(x). Ko&ik funktsiooniF(x) lokaalsed ekstreemid kogumisV/ on ka
funktsioonif (x, y) piiratud lokaalsed ekstreemid kahe muutujaga kogumis . V.

2. Muutujax saab eraldada piirangustg(x, y) = 0 ja madrata muutujay funktsiooninax = h(y)
. Selle funktsiooni saab asendada funktsioonigaf(x,y), , samas kui Uhe muutuja y
komposiitfunktsioon, mis on maaratletud kogumisV , on vdimalik saada jargmiselt.
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f(h(y),y) = F(y) Koik funktsiooniF(y) lokaalsed ekstreemid kogumisl/ on ka
funktsioonif (x, y) piiratud lokaalsed ekstreemid kahe muutujaga kogumis .V

3. Juhul, kui Ghtegi muutujatx v&iy ei ole vdimalik eraldada piirangustg(x, y) = 0 ja véljendada
teise suhtes, vOib kasutada Lagrange'i korrutajate meetodit. Maaratleme abifunktsiooni,
mida nimetatakse Lagrange'i funktsiooniksL(x,y) = f(x,y) + Ag(x,y), , kusAd on suvaline
konstant, mida nimetatakse Lagrange'i kordajaks. FunktsioonL(x,y) on defineeritud
kogumisD(f), ja lisaks sellele kehtib kdigis kogumiV punktidesL(x,y) = f(x,y) nagu
g(x,y) = 0 kogumi punktides. V.

Kui mdni punktA = [x, o] € V on funktsiooniL = f + Ag, lokaalse ekstreemumi punkt, siis
punktA on funktsioonif piiratud lokaalse ekstreemumi punkt piirangug(x,y) = 0. jaoks
Geomeetriline tdlgendus Funktsioonif piiratud lokaalsed ekstreemid onz aarmuslikult paiknevate
punktide koordinaadid kdveral, mis on funktsiooniG (f) graafikuf Idikepunkt silindrilise pinnaga,
mis on madratud kdveraga, mis on madratletud tasapinnalxy piiranguga, kusjuures jooned sellel
pinnal on koordinaattelje suunas. z.

Joonis 4.2.

e Mitmemododtmelise funktsiooni globaalsed ekstreemid

Mitmemodtmelise funktsiooni maksimaalse ja minimaalse vaartuse leidmine selle domeeni antud
alamhulgalM . Maarata ja valida funktsiooni maksimaalsed ja minimaalsed vaartused aadressilM
, kasutades: i) kdiki kahe muutuja funktsiooni lokaalseid ekstreemumeid alamhulgalM ii) kdiki
piiratud lokaalseid ekstreemumeidM piiril iii) leida vaartusedM piiril, kus funktsioon saavutab
oma maksimaalse ja minimaalse vaartuse.
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5. Rakendused igapaevaelus

Kauplemisel vdib olla kasulik podrata erilist tdahelepanu aarmuslikele hinnatasemetele -
nditeks turu kdrgeimatele ja madalaimatele hindadele -, et reageerida ostu- voi
muugivoimalustele. Rahanduses vdivad aarmuslikud vaartused olla seotud ka riskiga.
Naiteks vdib riskikapitali kasutada uute ja innovaatiliste projektide rahastamiseks, kuid see
vOib olla seotud ka suurte kahjude ja ebadnnestumistega.

Meditsiinipraktikas on aarmuslikud juhtumid sageli otsustava tahtsusega patsiendi
diagnoosi ja ravi madaramisel. Arstid peavad suutma dra tunda ja ravida kdige raskemate
simptomite vOi seisunditega patsiente.

Toostuslikus tootmises voivad darmuslikud vaadrtused olla osa kvaliteedikontrolli- ja
jarelevalveprotsessidest. Naiteks voivad toostusseadmed olla projekteeritud to6tama
aarmuslikel temperatuuridel voi rohu all, et tagada korge tootmiskvaliteet.

Arvutiturbe valdkonnas véivad darmuslikud juhtumid olla seotud kdige ohtlikumate
ohtude ja slisteemidele suunatud riinnakutega. Turvariihmad peavad olema vdimelised
neid kdige tdsisemaid ohte dra tundma ja nendega tegelema.

Turunduses voivad darmuslikud juhtumid olla seotud kdige edukamate kampaaniate ja
strateegiatega, mis tdid kaasa miuitigi voi brandi tuntuse kasvu. Nende juhtumite analiis
vOib olla kasulik uute kampaaniate kavandamisel.

Kindlustuse ja finantsplaneerimise puhul véivad nnetusjuhtumite vdi vara kaotamisega
seotud aarmuslikud juhtumid olla riski hindamisel ja kindlustusplaani
kindlaksmaaramisel votmetahtsusega.

Meteoroloogias on darmuslikud juhtumid, nagu orkaanid, tornaadod véi lleujutused,
olulised ilmaprognooside tegemiseks ja hoiatuste avaldamiseks.
Meteoroloogiameeskonnad peavad olema vdimelised tuvastama daarmuslikke juhtumeid
ja nendega tegelema, et viahendada kahju.

Teaduses ja teadusuuringutes voivad adarmuslikud juhtumid olla otsustava tahtsusega
uute teadmiste avastamisel ja teaduslike teooriate valjatootamisel. Naiteks saab
darmuslikke tingimusi, nagu vaga madalad voi kdrged temperatuurid, kasutada
materjalide omaduste testimiseks ja uute teaduslike labimurrete avastamiseks.

Spordis ja fitnessis on darmuslikud juhtumid seotud parimate saavutuste ja rekorditega.
Treeningplaane vdib koostada nii, et need maksimeeriksid sportlaste sooritust ja viiksid
ekstreemsete tulemusteni, naiteks olimpiamedalite voi maailmarekorditeni.
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5. TEEMA: Tahkete kehade ristloiked
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1. Teema valiku pohjendus

Pollieedri ristlGiked (I6iked, mis on madratletud tasapinna ja polieedri |dikumisel) on
geomeetria pohikontseptsioon. Seda tehnikat kasutatakse laialdaselt tahkete kehade
geomeetriliste omaduste uurimiseks ning saadud tasapinnaldikude kuju ja struktuuri
analldsimiseks [Anwar, N., and Najam, F. A. (2017)]. See parandab O&pilaste arusaamist
kolmemddtmelisest geomeetriast, luues olulise seose 2D- ja 3D-geomeetria vahel, edendades
ruumiliste seoste siligavamat tdlgendamist. Ristldiked on vdga olulised paljudes STEM-
valdkondades. Nagu markis P. Lewis, [P.Lewis,2016], pakub ristldike perspektiiv korraga kahte
erinevat arhitektuurset kujutist: ristldige paljastab varjatud Uiksikasjad, nagu seina paksus ja
vertikaalne korraldus, samas kui perspektiiv voimaldab vaatajal télgendada ristldike mdéju Ghest
vaatepunktist. RistlGikeid kasutatakse laialdaselt ka inseneriteaduses, need on olulised erinevate
ristldike kujude struktuuri ja kditumise mdistmiseks. Nii parameetriliste kui ka lldiste meetodite
abil arvutavad insenerid geomeetrilisi omadusi ja anallilisivad keerukaid ja komposiitprofiile, mis
on olulised tehnosiisteemide toimivuse parandamiseks [Smith, 2019]. Lisaks kasutatakse
ristldikeid arvutigraafikas [Schumaker, 1990], eriti realistlike ja Uksikasjalike 3D-mudelite
loomiseks. 3D-objekti viilutades saame olulised andmed, et arvutada konkreetsed mddtmised,
mida on vaja konkreetsel eesmargil.

2. Ajalooline taust

Vanaegsed egiptlased ja mesopotaamid olid (ihed esimesed, kes kasutasid geomeetriat
praktiliselt, eriti maa md6tmisel ja arhitektuuris. Egiptlased, kes olid tuntud oma oskuste poolest
monumentaalsete ehitiste, naiteks pilramiidide ehitamisel, olid tGenaoliselt kaudselt kursis
ristldikega. Kuigi nende teadmised omandati peamiselt rakendusteadusena, panid need aluse
geomeetrilistele mdoistetele, mis hiljem laienesid kreeka ja hellenistlike motlejate kaudu.
Geomeetria uurimine muutus formaalsemaks selliste matemaatikutega nagu Eukleidese, kes
tootas valja slistemaatilise lahenemise geomeetriale, mida ta valjendas oma vaartuslikus teoses
"Elemendid". Eukleidese uurimused hélmasid kujundite tiikeldamist, et uurida nende omadusi,
mis pani aluse hilisemale toole ristldikete kohta. Kreeka matemaatikud nagid geomeetrilisi
kujundeid matemaatilise anallitsi objektidena ja filosoofilise m&tlemise siimbolitena ning véime
"labi 10igata" kujundeid, et uurida nende sisemust, oli radikaalne idee, mis peegeldas nende
laiemat plilidlust mdista reaalsuse nahtamatuid struktuure. Renessansiajastul, kui kunst, teadus
ja arhitektuur Gitsesid, arenes labildigete uurimine veelgi edasi. Kunstnikud ja teadlased, nagu
Leonardo da Vinci, ning toonased arhitektid kasutasid ristldikeid ehitiste planeerimiseks,
anatoomia uurimiseks ja tapsemate jooniste loomiseks. Leonardo anatoomilised uuringud
holmasid naiteks nii kehade kui ka esemete lahkamist, mis andis talle (ilevaate nende toimimisest
seestpoolt valjapoole. Ka arhitektid hakkasid kasutama ristldikeid, et visualiseerida keeruliste
ehitiste sisemist struktuuri , aidates neil luua projekte, mis ei olnud mitte ainult ilusad, vaid ka

37



RN Co-funded by

the European Union
konstruktsiooniliselt usaldusvaarsed. Kepleri t66 hdlmas ka ristloikete uurimist ja analitisimist.
Kuigi Kepler on laialdaselt tuntud oma panuse poolest planeetide liikumisse, mangis tema
vahemtuntud t66 mahtude médtmise alal, eriti ebakorrapéaraste tahkete kehade puhul, olulist
rolli matemaatiliste meetodite arendamisel, mis ennetasid integraalarvutust. Oma teoses "Nova
Stereometria Doliorum Vinariorum" kasitles Kepler keerulise, kumera kujuga veinitinnide mahu
madramise probleemi. Kepler mdistis, et traditsioonilised geomeetrilised mahuvormelid ei ole
nende ebakorraparase kujuga tinnide puhul hasti rakendatavad. Selle probleemi lahendamiseks
hakkas ta tiinne kontseptuaalselt "tlikeldama", jagades need IGputuks hulgaks &hukesteks
ristldikudeks. Nende ristldikete pindalade summeerimise teel sai ta ligikaudselt maarata kogu
tlinni ruumala. See meetod, mille kohaselt arvutatakse ruumala viilude summeerimise teel,
sarnaneb integratsiooni kontseptsiooniga, mille hiljem vormistasid Isaac Newton ja Gottfried
Leibniz arvutuste valjatootamisel. Tanapadeval on ristldiked tdnapdeva elu oluline osa, mis ulatub
kaugemale matemaatikast ja fllsikast. Tehnoloogia integreerimine vdimaldab naiteks
arhitektidel ja inseneridel luua Uksikasjalikke digitaalseid ristldike mudeleid, mis vdimaldab
suuremat vastupidavust konstruktsioonidele, millega nad to6tavad. Lihidalt 6eldes on ristldiked
arenenud vormide moistmise allikast oluliseks kaasaegseks ressursiks, mis (ihendab meie
minevikku ja olevikku, edendades uuendusi nii erinevates valdkondades nagu tervishoid,
tehnoloogia ja disain.

MATH 3DGEOVR

3. Opitulemused

Parast selle mooduli Iabimist peaksid dpilased olema voimelised:

e  Arendada oskust visualiseerida ja télgendada kujundeid, mis moodustuvad tasapinna ja
hulktahuka ristumiskohast;

e  Teha tahkete kehade p66ramisi ja vaimseid manipulatsioone, ennustades polieedrile
tekitatud ristldike kuju, ilma fuusilisi voi digitaalseid esemeid kasutamata;

e  Tunda kolmemd&otmeliste kujundite ja nende kahemdotmeliste 16ikude vahelist seost;
e  Tunnistage, kuidas hulktahuka simmeetria mojutab saadud ristldike kuju;

e  M®0tle ja arutle geomeetriliselt, et modelleerida hulktahukas erinevate 16ikude tulemusel
saadud tahkeid kehi.

e Kirjeldada ristloikeid tapselt, kasutades geomeetrilist terminoloogiat (nt hulknurk,
paralleel, risti);

e  Teavitage tulemusi ja prognoose ristlikete kohta suuliste selgituste, jooniste voi
mudelite abil.

e Lahendage llesandeid, mis on seotud ristldikete meetriliste ja geomeetriliste
omadustega.

e  Uurige erinevaid meetodeid kongruentsete ristldikete saavutamiseks.

e  Analidisige kriitiliselt tasandi orientatsiooni mdju saadavale ristlGikele.
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e Uurige ootamatute tulemustega juhtumeid.

Eeltingimused: Eeltingimusteks on (1) 2D geomeetriliste pdhikujude (nagu hulknurgad ja ringid)
ja 3D tahkete kehade (nagu kuubikud, silindrid, koonused ja kerad) tundmine; (2) arusaam
pindade, servade ja tippude vahelistest suhetest, mis on olulised 3D kujude visualiseerimiseks ja
kirjeldamiseks); (3) teadmised geomeetriliste tulemuste kohta, mis hdlmavad tasapinnalisi
ristumisi. Ristldikete edasijéudnute Sppimiseks, (4) 3D koordinaatststeemi (x, y, z) pohiteadmised
voivad olla kasulikud, et anallilisida, kus ja kuidas tasapind I6ikab tahkku. See on eriti kasulik, kui
liigutakse ebakorraparase kujuga ristldikedele voi kui moistetakse matemaatikat I6ikamise taga.
(6) Esialgne arusaam transformatsioonidest, naiteks pooretest ja peegeldustest 2D- ja 3D-ruumis,
voib samuti olla abiks. Need mdisted on aluseks edasijoudnute geomeetria teemadele, sealhulgas
simmeetriale ja hiljem ristldikete klassifitseerimisele erinevates olukordades, kus (7) sfadrilised
koordinaadid on vaga olulised.

4. Teoreetilised alused

Polleedrite ristldigete moistmiseks on vaga oluline kaaluda lauseid, mis hdlmavad joonte ja
tasandite vahelisi seoseid. Pohilised teoreemid on loetletud allpool.

Teoreem 5.1. Mis tahes kahe tasapinna ristumiskoht ruumis on tiihi véi sirge.

Teoreem 5.2. Joonel on paralleelne tasandigaa , kui ja ainult siis, kui on olemas selline joonm c
a, etl on paralleelne joonega .m

Otsene tulemus on:

e Kuisirgef on paralleelne kahe tasandi IGikepunktiga, siis on ka¥€ paralleelne mélema
tasandiga.

Teoreem 5.3. Kui sirge on paralleelne tasandiga, siis iga tasand, mis sisaldab sirget ja I6ikab
algset tasandit, teeb seda médda sirget, mis on paralleelne algse sirgega.

See vadide aitab prognoosida ristldoikete orientatsiooni. Naiteks kui |6iketasand ldikab
hulktahuka ja on paralleelne (ihe selle servaga, siis on saadud ristlGike jooned paralleelsed selle
servaga, vt joonis 5.1.

Teoreem 5.4. Kaks tasandit on paralleelsed, kui ja ainult siis, kui lks neist sisaldab paari
samaaegseid sirgeid, mis on paralleelsed teise tasandiga.
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Teoreem 5.5. Kui tasand I6ikab kahte paralleelset tasandit, siis on I6ikepunktid kaks paralleelset
sirget.

Uurime moningaid ristldikeid, mis tekivad tasandi |Gikamisel tetraeedri, kuubi voi
dodekaeedriga. Need kumerad hulktahukad kuuluvad viie Platoni tahkise perekonda, mille
tahkised on kongruentsed korraparased hulktahukad. See perekond koosneb tetraeedritest,
kuubikutest, oktaeedritest, dodekaeedritest ja ikosaeedritest, vt joonis 2. Neid tahkeid kehi on
tuntud juba antiikajast alates, ja neid uuris pdhjalikult Platon, kes seostas igailihele neist looduse
pohielemente: maa (kuup), 6hk (oktaeder), tuli (tetraeeder), vesi (ikosaeeder) ja kosmos
(dodekaeeder).

Igale platoonilisele kehale vdoime omistada Schladfli siimboli, mis koosneb kahest
kirjest:p, q , kusp on iga tahu kiilgede arv jag on igas tipus kohtuvate tahkude arv. Naiteks
ikosaeedril on Schlafli simbol3,5, , kuna iga tahk on vordkiilgne kolmnurk (3) ja igas tipus
kohtuvad viis vordkiilgset kolmnurka. Dodekaeedri puhul on Schlafli simbol5,3,, sest iga tahk on
korraparane viisnurk (5), millest 3 kohtuvad igas tipus. Samuti véime seostada igalihele neist oma
tipukonfiguratsiooni, s.t. ndgude jarjestust (Umber tipu. Seega on ikosaeedri
tipukonfiguratsioon3.3.3.3.3 ja dodekaeedri tipukonfiguratsioon5.5.5 . Platooniliste tahkete
kehade kombinatoorne kirjeldus on esitatud jargmises tabelis.

Polyhedron ¢ | Vertices # | Edges ¢ Faces # | Schidfli symbol # | Vertex configuration #
Regular tetrahedron ' 4 6 4 {3, 3} F33

cube 12 6 {4, 3} 444
Regular octahedron 12 8 {3. 4} 3.3.3.3

dodecahedron @ 30 12 {5. 3} 555
icosahedron . 12 30 20 {3, 5} 3.3.3.3.3

Joonis 5.1. https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

e Tetraeedri ristloiked

Esmalt nimetame mdéned tetraeedri geomeetrilised omadused.

Teoreem 5.6 OlguJ tetraeeder serva pikkusegaa , siis:
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o kogu pindala A+T on antud, ;Ar = a®V/3
32

12

e  korgus hT on antud jargmiselt, h =
e mahtVT onantud, .V =a

Teoreem 5.7. (Korralisel) tetraeetril on 24 erinevat siimmeetriat, mis koosnevad 12
péérlemissiimmeetriast, 6 (puhtast) peegeldusest ja 6 p6orlevast peegeldusest.

Tetraeedri mis tahes simmeetria kaardistab tippe tippudele ja seega saab seda kujutada
selle tippude permutatsiooniga. Oletame edaspidi, etT on tipudA, B, C, ja .D

e 12 poorlemissiimmeetriat, mis sdilitavad orientatsiooni, on jargmised:
a) identiteet;

b) 8 pooret 120° ja 240° Umber telgede, mis labivad kdiki nelja tippu ja vastaskilgede
keskpunkte, ning

c) 3 pooret 180° imber telgede, mis labivad vastanduvate servade keskpunkte.

ABCD)

(1) Identiteedisimmeetriat esindab permutatsioon: '(A B C D

Iseloomustame nild poéordeid 120° ja 240° Umber telje, mis labib tippuD ja vastaskiilje
keskkohtaC1,[4, B, C], vt joonis 5.2.

lD
T [
]
- '
]
]
-> I
¥
‘-_,’_JO——"—'—"_-—_.—
5 ‘
A|l‘° .C1 9
s '
\ o .
I '\ B
Joonis 5.2.

Joonis 5.2. P66rded Gimber telje, mis Gihendab tippu vastaskiilje keskmega.
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Vastavad esitusviisid permutatsioonidena on jargmised:

D@15 oL

Tippe on 4, seega on meil neli pddrlemistelge, vt joonis 5.3.
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Joonis 5.3. 4 péorlemistelge, mis Ghendavad tippu vastaspoole keskmega.

Rohelise, sinise ja violetse telje iGmber podrlemisele vastavad permutatsioonid on jargmised:

WETEY (D)
©EIEN @ Eoy
®EIED @)

Meil on veel kolm poolp6oret, mille teljed labivad kahe vastandliku serva keskpunkte, vt
joonis 5.4.
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Joonis 5.4. P6orded vastaskiilgede keskpunkte Ghendavate telgede Gimber.

Punase, sinise ja rohelise telje poolp&oretele vastavad permutatsioonid on vastavalt jargmised:

WG s WG s @E,a s

12 peegeldussiimmeetriat, mis ei sdilita orientatsiooni, on jargmised:

a) 6 (puhast) peegeldust, millest igatiks labib tiht serva ja vastasserva keskpunkti ldbivat
tasandit, ja

b) 6 roteerivat peegeldust, millest igatiiks moodustub roteerimise ja puhta peegelduse
kombineerimisel.

Iseloomustame 6 puhast peegeldust. Vaatleme peegeldust tasandis, mis sisaldab serva[BC]
ja[AD] keskpunkti, vt joonis 5.5. See fikseeribB jaC ning muudab ulejadnud kaks tippu. Seetdttu
saab seda kujutada permutatsiooniga,

DG s oo
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Joonis 5.5. Peegeldumine tasandis, mis sisaldab serva ja labib serva.
vastaspoolse serva keskpunkti.
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Kuna tetraeedril on 6 serva, siis on veel 5 peegeldumistasandit. Jargmised permutatsioonid
kujutavad neid taiendavaid peegeldussimmeetriad:

o (&

® (5

JINOK N
D
a)

A
D
) o (4

oo™
ananan
o™
aaan

D
A
D
A

);

Tetraeedri 6 poorlevate peegelduste simmeetriat on need, mida esindavad allpool esitatud
permutatsioonid. Kdigi nende puhul esitame kombinatsiooni, mis hélmab puhast peegeldust ja

pooret.
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Kuna neljast elemendist koosnevas permutatsioonigrupis on tdpselt 24 elementi, vGime
jareldada, et tetraeedri siimmeetriariihm on taielikult maaratud.

44



RN Co-funded by
the European Union
Uurime ntid, milliseid ristldikeid saab saada, kui IGikame tasandit tetraeedriga. Selleks
kasutame kolme erinevat lahenemist, millest igaliks on kohandatud vastavalt eeldustele, mida
selle mooduli lugejad voivad omada. Alustame naiivse ldhenemisega, mis nduab vaid
minimaalseid eeldusi. Seejarel tutvustame vahepealset ldhenemist, mis eeldab pohiteadmisi

isomeetrilistest teisendustest ruumis. Lopuks tutvustame edasijoudnute ldhenemisviisi, mille
puhul on oluline kindel arusaam simmeetriarihmast ja osavus sfaarilistes koordinaatides.

MATH 3DGEOVR

e Ristloiked tetraeedris - naiivne lahenemine

Vaatleme tetraeedritd , mille tipud onA, B, C, jaD . KunaJ tahud asuvad tasandis, siis vastavalt
teoreemile 4, kui tasand 16ikabJ" tahku, siis peab ta seda tegema kas Uhes tipus voi piki joont, mis
Uhendab selle tahu kaks serva. Jarelikult, kuna kolm mittekollineaarset punkti maaravad tasandi,
piisab I6iketasandi madramiseks maaratluspunktide valimisest, mis asuvad tetraeedri (suletud)
servadel.

OlguP, Q jaR kolm mittekollineaarset punkti, mis asuvad aadressil
E=[AB]JU[BC]J]U[AC]U[AD]U [BD]U |[C D], jar nende poolt maaratletud tasandit.

Eeldades, etP jaQ on punktid, mis kuuluvad tetraeedri samale servalee , olles vBimaluse
korral selle serva I3pp-punktid, siisR asub tingimata vastaskiiljele’ jaT" tasandim poolt tekitatud
ristldige on kolmnurk, vt joonis 5.6.

See kolmnurk on alati vordhaarne, sdltumata sellest, millised onP jaQ konkreetsed
asukohad servale jaR serval .e’

Miks see juhtub?

Jalgige, et kolmnurgad[ADR] ja[BDR] on kongruentsed kiilje-nurga-serva (SAS)
kongruentsuskriteeriumi jargi.

» Folha CAS (Caélculo A
1  Distancia(R, (0,0, 1 ® C
0.87 D
2 | Distancia(R, (1,0,C 0.5

0.87 l

Distancia(h, B) ——¢—@—@~(@)-o— Sl

. (AR 0 0.5 =
% 1 A P Q P :

Joonis 5.6. LabiP, Q jaR kulgeva tasapinna tekitatud ristldige.
(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)
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Lisaks sellele ei saa kolmnurkne ristldige olla vordkiilgne, sest nurk aadressilA on vaiksem
kui% rad.

MATH 3DGEOVR

e  Oletame nlitid, etP, @, jaR on kolm punkti, millest kaks ei asu tihel ja samal serval ja Uks
neist, nditeksP, , on tetraeedri tipp. Siis on ristldige vordhaarne voi skaleeniline
kolmnurk, nagu on nadidatud vastavalt joonisel 5.7.a ja 5.7.a.

* Folha CAS (Calculo Algébric

1 Distancia(R, (0.0.0)) 1 c
el

= 0.94

3  Distancia(P, Q)

e of 05
4 Distancia(Q, R) PA
0.68

» Folha CAS (Calculo Algébr 1
1 Distancia(R. (0,0,0)) 6] C
0.87

3 Distancia(P, Q)

0.9
4 Distancia(Q, R) 0 0.5
0.68 A

(b)

Joonis 5.7. LabiP, Q jaR kulgeva tasapinna tekitatud ristldige.
(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)

Kas antud eelduse korral on vdimalik saada vordkilgne kolmnurkne ristldige? Kasutage
aadressil (https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive) kattesaadavat rakendust, et uurida
nurga beeta ja kolmnurga kiiljepikkuste kditumist ristldikes. Konstrueerige oma tahelepanekute
pohjal matemaatiline pdhjendus, mis viib jareldusele, et antud eelduste korral ei ole voimalik
saavutada vordkilgset ristldiku.

e Oletame niild, etP, Q jaR ei asu tetraeedri tihel ja samal serval; Gkski neist punktidest ei
lange kokku tetraeedri Gihegi tipuga ja koik need punktid asuvad servadel, mis valjuvad
samast tipust.

Analuusige, millise hulknurga moodustab tetraeedri ristldikes punktideP, Q jaR poolt
madratud tasand, kasutades GegoGebra appletti (https://geogebratools. pages.dev/tetraedro-
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naive), paigutage punktidP, Q jaR vastavalt vajadusele ja kirjeldage oma tahelepanekuid, vt
joonis 5.8. Selgitage tdaheldatud tulemusi matemaatiliste pdhjenduste abil.

Shape of the cross section - Configurations

Triangles

o

Equilateral

Isosceles F—
Joonis 5.8. LabiP, Q jaR kulgeva tasapinna tekitatud ristldige.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)

. Lopuks oletame, et P, Q ja R on sellised, et kaks neist ei asu Gihel ja samal serval, (ikski
neist ei ole tetraeedri tipp ja kbik neist ei kuulu Ghest ja samast tipust valjuvatele
servadele.

Kasutage sama rakendust ja jalgige hoolikalt ristldikete teket, vt joonis 5.9.

Shape of the cross section - Configurations

Quadrilaterals

* Folha Algébrica X

i WI‘!UU"U = rFUnaumiuiA. .

; : planodecorte = Plano con

g i » poligono2 = Intersegao de

Rectangle » 1= Ponto Médio de P, Q 0.5

p = Plano contende |, D, C
g=Anguloentre R, P, Q
J =Ponto Médiode D, A
K = Ponto Médiode D, C
L = Ponto Médio de arest:
M = Ponto Médin de C_ B A

Quadrilateral

Isosceles Trapeioid

Joonis 5.9. LabiP, Q jaR kulgeva tasapinna tekitatud ristldige.
(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)
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Kas te voiksite oma simulatsioonide ja tahelepanekute pdhjal esitada matemaatilisi argumente,
mis neid tdhelepanekuid toetavad?

MATH 3DGEOVR

e Ristloiked tetraeedris - vahepealne ldhenemine

Tetraeedri ristldikete uurimist tasandite kaupa saab oluliselt siistematiseerida, kasutades
simmeetria mdistet. Teoreem 5.7 kirjeldasime tetraeedri simmeetriarihma. Selles kasitluses
peame vaatlema ainult Uhte selle alarithma, nditeks alarihma, mis tekib 120-kraadise
pooramisega Umber telje, mis labib tippu ja vastaskilje keskpunkti, vt joonis 5.10.

—a@
4
n=72
T 2
1 Q‘,
(_'i:i
A' “‘:"3-:,
-3 -2 -1 o 1 2 3 4

nnnnnnn

R e i

Joonis 5.10: 13bilGige, mis saadakse tasandist, mis labib veebilehtiP, Q ja .R
(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-intermedia - Ana Breda)

Selleks, et Ukski tasand ei unustataks, piisab, kui vaadelda Ghikvektoreid sfaarilises piirmaaras
puramiidi tippudegad, B, C4, D .Iga sellise vektori puhul vaadeldakse sellega risti olevat tasandit,
mis labib pliramiidi servadesse kuuluvat punkti, ja I6puks vaadeldakse sellega paralleelsete
tasandite perekonda. Sfaarilise piirkonna kirjeldamiseks kasutati sfaarilisi koordinaate.

Kasutage GeoGebra rakenduse Il osa, et jalgida sistemaatiliselt ristldike teket, vt joonis
5.11.
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Joonis 5.11. Tetraeedri ristldige - vahepealne lahenemine.
(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-intermedia - Ana Breda)

e Ristloiked tetraeedris - Tapsem lahenemisviis

Seda mottekdiku jatkates saame ristldikete uurimist veelgi filtreerida, piirates oma analidisi
tetraeedri esindusliku piirkonnaga, fundamentaalpiirkonnaga, vahendades oluliselt labiviidavate
simulatsioonijuhtude arvu. Selline ldhenemine kasutab &dra asjaolu, et koik vodimalikud
konfiguratsioonid on vdimalik saada, té6tades ainult fundamentaalpiirkonnas. See vdoimaldab
saada t6husamat vdimalike ristlGikete klassifikatsiooni, kuna iga konfiguratsioon p&hipiirkonnas
esindab samavaarsete ristldikete klassi kogu tetraeedri ulatuses.

PShipiirkonda voib kirjeldada pliramiidiga, mille tipud asuvad tetraeedri keskpunktis, intsentris ja
Uhe kilje keskpunktis, vt joonis 5.12. Liitudes https://geogebratools.pages.dev/regiao-
fundamental-tetraedro saame uurida, kuidas siimmeetriarihm mdjub fundamentaalpiirkonnale.

e e

&

Joonis 5.12: Tetraeedri fundamentaalpiirkond.
(https://geogebratools.pages.dev/regiao-fundamental-tetraedro - Ana Breda)
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Nild saame rakendada vahepealse Iahenemisviisi kdigus labiviidud menetlusi, mis on Umber
paigutatud fundamentaalpiirkonna tasemele. See lahenemisviis vbimaldab meil keskenduda
tetraeedri vdiksemale, kuid taielikult representatiivsele piirkonnale, vahendades arvutuslikku
keerukust ja sdilitades kogu analidtilise ranguse, vt joonis 5.13. Keskendudes

fundamentaalpiirkonnale, kiirendame ristlGikete uurimist, sest iga selle piirkonna teabe pdhjal
saadud konfiguratsioon esindab tegelikult kogu tetraeedri ekvivalentseid konfiguratsioone.

NN E O EHEareDces : =

0 05

PR b X

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-avancado - Ana Breda)

Kasutades simmeetria maistet, ei lihtsusta me mitte ainult matemaatilist kasitlust, vaid ka
parandame arusaamist loodavatest kahemddtmelistest geomeetrilistest struktuuridest
(ristldikudest).

5. Rakendused igapaevaelus

Tahkete kehade ristldike mdistmine ei ole mitte ainult inseneride voi teadlaste llesanne, vaid see
on moiste, mis toetab paljusid meie igapdevaelu aspekte. Arhitektuuris ja ehituses aitavad
ristldiked projekteerijatel ja ehitajatel kavandada tugevaid ja stabiilseid konstruktsioone. Kui
arhitektid projekteerivad talade v6i sammaste ristlGikeid, ei vota nad arvesse mitte ainult
esteetilisi omadusi, vaid ka konstruktsiooni tugevust ja vastupidavust, tagades, et hooned, sillad
ja majad kestavad ja peavad vastu kulumisele, millele nad paevast paeva alluvad. Tervishoius
mangivad ristldiked olulist rolli. Tehnikad nagu magnetresonantstomograafia (MRI) ja
kompuutertomograafia (CT) véimaldavad Uksikasjalikku pilti inimkeha sisemusest, andes arstidele
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"viilude kaupa" llevaate meie organitest, kudedest ja luudest. See aitab neil varakult margata
terviseprobleeme ja teha tapseid diagnoose, sageli ilma invasiivse kirurgilise operatsioonita.
Tootmises vOib toote ristldike uurimine paljastada varjatud puudusi véi ndrkusi. Selline
tdhelepanu Uksikasjadele tdahendab |6ppkokkuvottes ohutumaid ja kvaliteetsemaid tooteid
tarbijate jaoks. Geoloogid kasutavad Maa kihtide ristldikeid, et mdista, mis asub maapinna all. Kui
kaevandusettevotted otsivad mineraale voi naftat, tuginevad nad nendele ristldikekaartidele, et
teada saada, kus puurida voi kaevata. Need teadmised aitavad meil paaseda ligi olulistele
ressurssidele, vahendades samal ajal keskkonnakahjustusi. Ristldiked on vdimsad vahendid ka
klassiruumis. Need aitavad dpilastel visualiseerida 3D-objektide kuju ja omadusi arusaadavamalt.
Paljud igapaevased esemed, naiteks torud, kaablid, purgid ja pudelid, on praktilistel pdhjustel
konstrueeritud konkreetsete ristldikekujudega. Naiteks Gmmargune toru vdoimaldab vee sujuvat

ja tdhusat voolamist, samas kui silindriline toru vdéimaldab maksimeerida mahutavust, jadades
samas vastupidavaks.

MATH 3DGEOVR
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6. TEEMA: Vektorid ja nende omadused

1. Teema valiku pohjendus

Vektoritel on oluline roll erinevates valdkondades, sealhulgas fiilisikas, inseneriteaduses,
arvutigraafikas ja masinOppes, kus neid kasutatakse flilisikaliste ndhtuste arvutamiseks ja
modelleerimiseks ning matemaatiliste operatsioonide tegemiseks. Inseneriteaduses viidatakse
sageli flilisikalistele suurustele, naiteks joule, kiirusele ja ajale. Naiteks raagitakse auto kiirusest ja
joust kokkusurutud vedrule. Neid flilsikalisi suurusi on kasulik jagada kahte liiki. Esimese tuibi
suurusi nimetatakse skalaarideks. Neid saab taielikult kirjeldada Uhe arvuga, mida tuntakse
suurusena. Teist tlidpi suurused on need, mille taielikuks kirjeldamiseks on lisaks suurusele vaja
madrata ka suund. Neid nimetatakse vektoriteks. Vektor on suurus, millel on suurus ja suund.
Vektorite hulka tuleb manipuleerida teatud reeglite kohaselt. Vektorite kdsitlemiseks arvutustes
on vilja tootatud spetsiaalsed meetodid, millest on tekkinud sellised Oppeained nagu
vektoralgebra, vektorgeomeetria ja vektorarvutus. Peale selle aitavad vektorid maarata punktide
asukohta ja asukoha muutust. Erinevates fllsika ja matemaatika valdkondades kasutatakse
vektoreid selleks, et mdista suundlike suuruste kaitumist kahe- ja kolmemddtmelistes ruumides.

2. Ajalooline taust

Vektorid siundisid 19. sajandi kahel esimesel aastakimnel koos kompleksarvude
geomeetriliste esitusviisidega. Matemaatikud ja teadlased tootasid nende uute arvudega ja
rakendasid neid mitmel viisil. William Rowan Hamilton(1805 — 1865) n&itas1837 , et
kompleksarve vdib abstraktselt kisitleda kui reaalarvude jarjestatud paare(a, b) . See idee oli osa
paljude matemaatikute kampaaniast, mille kaigus otsiti voimalust laiendada kahemddtmelisi
"numbreid" kolmemdotmeliseks; kuid keegi ei suutnud seda saavutada, sdilitades samal ajal
reaal- ja kompleksarvude pohilised algebralised omadused. Vektorite algebra ja vektoranallilisi
areng, nagu me seda tdnapaeval teame, ilmnes esmakordselt J. Willard Gibbs'i(1839 — 1903)
markimisvdarsete markmete kogumites.

Ajalooliselt voeti vektorid kasutusele geomeetrias ja fiilsikas (tavaliselt mehaanikas) selliste
suuruste jaoks, millel on nii suurus kui ka suund, naiteks nihked, jéud ja kiirus. Selliseid suurusi
kujutatakse geomeetriliste vektoritega samamoodi nagu vahemaid, massi ja aega reaalarvudega.

3. Opitulemused

Selle mooduli Iabimisel peaksid dpilased olema vGimelised
e liigitada mitmeid tavalisi filsikalisi suurusi skalaar- voi vektorkujuliseks.

e  esitada vektorid suunatud joonsegmentidega
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) kombineerida ehk liita vektoreid, kasutades kolmnurga seadust
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¢ lahutada vektor kaheks risti asetsevaks komponendiks

Eeltingimused: Enne selle mooduli alustamist peaksid Ulidpilased tegema jargmist.

e tundma koiki algebra pohireegleid

4. Teoreetilised alused

Maaratlus 6.1. Vektor on objekt, millel on nii suurus kui ka suund.

tail

Joonis 6.1.

Geomeetriliselt voime kujutada vektorit kui suunatud sirgjoont, mille pikkus on vektori
suurus ja mille suunda naitab nool. Vektori suund on tema saba ja pea vahel.

Graafilises mottes kujutatakse vektoreid suunatud joonsegmentidega. Joondussegmendi
pikkus on vektori suurus ja joondussegmendi suund on vektori suund. Kuna aga vektorid ei anna
mingit teavet selle kohta, kus suurus rakendub, siis kujutavad kdik sama pikkuse ja suunaga
suunatud joonsegmendid sama vektorit.

B L3 La Oh
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b
|
I
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b
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Joonis 6.2.
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Joonisel 6.2 kujutab iga suunatud sirge I6ik sama vektorit. Igal juhul algab vektor teatavast

punktist ja liigub seejarel 2 Gihikut vasakule ja 5 Ghikut ilespoole. Notatsioon, mida me kasutame
selle vektori jaoks, on jargmine,

MATH 3DGEOVR

v = (-2,5)
jaiga selle joonise suunatud sirgldike nimetatakse vektori kujutisteks.

Vektoriv = (aq,a,) kujutis kahemd&tmelises ruumis on suvaline suunatud sirgjoon,ﬁ ,
punktistA = (x,y) punktiB = (x + a;,y + a,) . Samamoodi on vektoriv = (a4, a,, as) kujutis
kolmemd&tmelises ruumis mis tahes suunatud sirgldik AB punktistAB , punktist4d = (x,y,2)
punktini.B = (x + a;,y + a,,z + as)

Vektoriv = (ay,a,, as) kujutist, mis algab punktistA = (0,0,0) ja I8peb punktisB =
(aq,a,,a3) , nimetatakse punkti(a,,a,,a;) asukohavektoriks. Seega, kui me radgime
asukohavektoritest, siis me maarame vektori alg- ja I1dpp-punkti.

Peame arutama, kuidas genereerida vektorit, arvestades esituse alg- ja 16pp-punkte.
Arvestades kahte punktiA = (a4, a,, a3) a jaB = (by, b,, b3) on vektor koos esitusegaﬁ ,

W = (by — ay, b, — az, b3 — az)

Me peame siin olema viga ettevaatlikud suunitlusega. Ulaltoodud vektor on vektor, mis
algab aadressilA ja 10peb aadressilB . Vektor, mis algab aadressilB ja |0peb aadressilAd , s.t.
esindusegaﬁ on,

W = (ay — by, a; — by, a3 — b3)
Need kaks vektorit on erinevad ja seega peame alati tdhelepanu pédrama sellele, milline

punkt on alguspunkt ja milline 16pp-punkt. Kahe punkti vahelise vektori maaramisel lahutame
alati alguspunktist [6pp-punktist alguspunkti.

Maaratlus 6.2. Vektoriv = (a4, a,, az) suurus ehk pikkus on antud jargmiselt,

I3 1= a:2 + ay? + az>.
Maéiratlus 6.3. Mis tahes vektorit, mille suurus onl, st|l % ||l= 1, nimetatakse tGhikuvektoriks.

Maiaratlus 6.4. Vektoritw = (0,0,0) , mille suurus on0, st|| w [|= 0, nimetatakse nullvektoriks.

Markus 6.1. Nullvektoreid tahistatakse sageli6 . Olge ettevaatlik, et eristada 0 (arv) jaﬁ (vektor).

Number0 tahistab alguspunkti ruumis, samas kui vektorO tihistab vektorit, millel puudub suurus
ja suund.
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Maéératlus 6.5. Vektoreidi = (1,0,0),] = (0,1,0),E = (0,0,1), nimetatakse standardvektoriteks.

Mairatlus 6.6. Vektorit, mille suurus on sama suur kui antud vektoril¥ ja mille suund on
vastupidine vektoriv suunale, nimetatakse? negatiivseks ja seda tihistatakse—7v .

Maaratlus 6.7. Vektorid on sarnased, kui nad on UGhesuunalised, ja ebasuunalised, kui nad on
vastassuunalised.

Maaratlus 6.8. Vektoreid, millel on samad vdi paralleelsed kandjad, nimetatakse kollineaarseteks
vektoriteks.

Maaratlus 6.9. Vektoreid, millel on sama alguspunkt, nimetatakse koinitsiaalvektoriteks.
Maaratlus 6.10. Vektoreid, millel on sama I8pp-punkt, nimetatakse Ghispunktivektoriteks.

Maaratlus 6.11. Vektorit, mis tdmmatakse paralleelselt antud vektoriga labi kindla punkti ruumis,
nimetatakse lokaliseeritud vektoriks.

Maaratlus 6.12. Vektorite siisteem on koplanaarne, kui nende tugipunktid on paralleelsed sama
tasandiga. Vastasel juhul nimetatakse neid mittekoplanaarseteks vektoriteks.

Mirkus 6.2. Vektorid vdivad eksisteerida iildisesn -md&tmelises ruumis. Uldine tihendus
n-mddtmeline vektor onv = (a4, a,, as, ... a,) jaiga(a;) 'i nimetatakse vektori komponentideks.

Maiaratlus 6.13. Olgud = (aq,a,, as) jaB = (bq, by, b3) kaks mis tahes vektorit. Nende kahe
vektori liitmine on antud jargmise valemiga a + b= (a; + by, a, + by, as + bs)
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Joonis 6.3. Kahe vektori liitmise geomeetriline tdlgendus.

Markus 6.3. Seda nimetatakse mdnikord parallelogrammi seaduseks voi kolmnurga seaduseks.

Vektorite liitmise omadused

e Gd+b=hb+ d(kommutatiivsus)

-

e ada+ (B +¢)=(a+ B) + C (assotsiatiivsus)

e d+ 0 = d (aditiivne identiteet)
e d+ —d = 0 (aditiivne pdodrdvaartus)

e (ky+ky)a=kid+ k,d (korrutamine skalaaridega)
. k(c—i + B) = kd + kb (korrutamine skalaaridega)

« |d+b|<ldl+|b|jald—b|=lal-|b]|

Méiratlus 6.14. Olgud = (ay, a,, as) jaB = (b4, by, b3) kaks mis tahes vektorit. Nende kahe
vektori vahe (lahutamine) saadakse jargmise valemiga

d+b= (a; — by, a; — by, a3 — bs)
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Joonis 6.4. Kahe vektori erinevuse geomeetriline télgendus.

Seda geomeetrilist tdlgendust on veidi raskem ndha. Selle nagemise hdlbustamiseks mdelgem
hoopis lahutamisest kuid ja?I; liitmisest. Esiteks, nagu me kohe ndeme, on—b sama vektor kuib
, mille kdik komponendid on vastupidiste markidega. Teisisc")nu,—_b) Iaheb vastupidises suunas kuib
. Siin on vektor, mis on loodudd + (=b) jaoks.

Oy

ENT3

a+(-b)

Joonis 6.5. Subtraktsiooni geomeetriline tdlgendamine kahe vektori liitmise teel.

Méiratlus 6.15. Olgud = (aq,a,, as) antud vektor jal skalaar. Siis on vektorid ja skalaarid
korrutis ja skalaari korrutis.

/1& = (Aal, Aaz, Aag)
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ja seda nimetatakse vektori korrutamiseks skalaariga.

12

(SR CU < S

2l
4
-6
o =

Joonis 6.6. Vektori korrutamise skalaariga geomeetriline tdlgendus.

Kuid on positiivne, siis koik skalaarkordistused venitavad (kuiA > 1 ) v6i kahandavad
(kuid < 1) algset vektorit, kuid ei muuda selle suunda. Samamoodi, kuid on negatiivne, muudab
skalaarkordistamine suuna nii, et vektor naitab tdpselt vastupidises suunas, ja see jallegi venitab
vGi kahandab vektori suurust séltuvaltA suurusest.

Skalaarkordistusel on mitmeid rakendusi. Esimene neist on paralleelsed vektorid. Kaks vektorit
on paralleelsed, kui nad on ihesuunalised voi tapselt vastassuunalised.

Oletame, eta jaB on paralleelsed vektorid. Kui nad on paralleelsed, siis peab olema arvA nii, et,
d=Ab

Seega on kaks vektorit paralleelsed, kui tiks neist on teise skalaarkordaja.

Olulised omadused
e |Ad| = |Allal
« |20|=0
e I(=ad)=-la=-(a)
e (-DEd)=1d
o Li(l,a) = Ll,a=1(a)

L4 (ll + lz)d) = lla + lza
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Eespool tutvustasime standardsete baasvektorite ideed. Olgu vektor

a = (ay,a,,az)

Me vdime kasutada vektorite liitmist, et seda jaotada jargmiselt,

d = (ay,a,a3)
= (al, 0,0) + (O, az, O) + (0,0, a3)

Kasutades skalaarset korrutamist saame vektori imber kirjutada jargmiselt,

C_i = (all 0,0) + (O, a21 O) + (OIOI a3)
= a,(0,0,0) + a,(0,1,0) + a5(0,0,1)

Lopuks markame, et need kolm wuut vektorit on lihtsalt kolm standardset
kolmemdodtmelise ruumi baasvektorit.

(al, a,, a3) = a1?+ a2f+ a3k

Mé&iratlus  6.16. Olgud = (a4, a,, as) jaE = (by, by, b3) kaks mis tahes vektorit.
Punktiproduktsioon on, @ - b= a,b; + a,b, + azb;

Markus 6.4. Monikord nimetatakse punktprodukti skalaarprodukti. Punktiproduktsioon on ka
sisemise korrutise ndide ja seetdttu voib seda modnikord kuulda sisemise korrutise nimetust.

e Skalaarprodukti omadused

Olgud = (ay,ay, as),b = (by, by, bs) jac = (¢4, ¢y, c3) kolm mis tahes vektorit. Siis

e d-(b+0)=d-b+d-¢
e d-b=b-a
e d-d=ldal?

e« (1d)-b=d-(ab)=A(d-b)

e G-0=0
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Punktiproduktile on olemas ka kena geomeetriline télgendus. Esmalt oletame, etf on
nurk&jaf) vahel, nii et0 < 000 < 07, nagu on naidatud alloleval pildil.

Sy

Joonis 6.7.

Seejarel saame jargmise teoreemi.

Teoreem 6.1.d-b =|l @ |l b |l cos@

Markus 6.5. Selle teoreemi valemit kasutatakse sageli mitte punktprodukti arvutamiseks, vaid
kahe vektori vahelise nurga leidmiseks.

Punktiproduktsioon annab meile vaga hea meetodi kahe vektori ristiasendi madramiseks.
Praktikas kasutame risti asemel sageli terminit ortogonaalne.

Kui kaks vektorit on ortogonaalsed, siis teame, et nende vaheline nurk on90° . See (tleb
meile, et kui kaks vektorit on ortogonaalsed, siis,

a-b=0

Samuti, kui kaks vektorit on paralleelsed, siis on nende vaheline nurk kas0° (samas suunas)
v0i180° (vastupidises suunas).
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e Suunakosinused

Oletame, et vektor,d , on kolmemd&tmelises ruumis. See vektor moodustab nurgad -teljega
x(a)y(B) -teljegaja -teljegaz(y) . Neid nurki nimetatakse suunanurkadeks ja nende nurkade
koSinuseid nimetatakse suunakosinusteks.

Teoreem 6.2. Suunakosinuste valemid on jirgmised

~J
Q
[ay

- > o> > 7
a- a-j a, a-k as
cosq = —— = cosf = =

hall nal’

Markus 6.6. Moned faktid suunakosinuste kohta

e Vektoru = (cosa, cosf, cosy) on ihikuvektor.
e cos?a + cos?f + cos?y =1

e a=|ldll (cosa,cosB,cosy)

e Risttoode

Maiaratlus 6.17. Olgud = (aq, a,, az) jaB = (bq, by, b3) kaks mis tahes vektorit, siis ristsaadus on
antud valemiga,

dxb= (azbs — asb,, azb, — a,bs, a1b; — azb,)

Seda valemit ei ole lihtne meeles pidada. Selle valemi tuletamiseks on kaks véimalust.
Molemad kasutavad asjaolu, et ristsaadus on tegelikult3 X 3 maatriksi determinant.
Determinandi tahistamine on jargmine,

T 7k
dXb= a, ap; as
by b, bs

Esimene rida on standardsed baasvektorid ja need peavad olema antud jarjekorras. Teine

rida on komponendidd ja kolmas rida on komponendidE . Vaatleme niitid erinevaid meetodeid
valemi saamiseks.
5 7 1 dzy, a1 dzy, 147 dz)-
AxXb=|p  pI' ", byl Tlb, b,lK
Seda valemit ei olegi nii raske meeles pidada, kui esialgu voib tunduda. Esiteks, terminid
vahelduvad markide poolest ja markige, et2 X 2 puudub nii standardse baasvektori all olev veerg,
mis korrutab seda, kui ka standardse baasvektori rida.

61



&
RN Co-funded by .
SO the European Union
MATH 3DGEO VR

Markus 6.7. Pange tahele, et vektorite jarjekorra muutmine ristproduktsioonis muutis lihtsalt
koiki marke tulemuses. Pange tdhele ka seda, et see tahendab, et kaks ristprodukti osutavad
tapselt vastupidises suunas, kuna nad erinevad ainult margi vorra.

On olemas ka ristprodukti geomeetriline tdlgendus. Olguf kahe vektoria jal_; vaheline nurk ja
oletame, et0 < 6 < m, siis on meil jargmine fakt,

Na@xbl=lallllblsind
ja jargmine joonis.

L

@ xh

xT)

Joonis 6.9.

Nagu see joonis naitab, on ristsaadus mdlema algse vektori suhtes ortogonaalne. See on
alati nii, valja arvatud Uks erand, mille juurde jduame kohe.

Me teadsime, et see naitas "parema kae reegli" jargi Glespoole (antud juhul). See (tleb, et
kui me vdtame parema ke, alustame aadressiltd ja pddrame sdrmede suunash , siis meie pdial

néitab ristprodukti suunas. Seega, kui me oleksime eespool visandanudb X d , oleksime saanud
vektori allapoole suunatud.

Kuid x b = 0 siis@ jab on paralleelsed vektorid.

Kuid X b # 0 siisd X b on ortogonaalne niid kui ka .b

e Omadused

Olgud = (a4, a,, as), b = (b, b, b3) jac = (¢4, ¢, ¢3) vektorid jal on siis arv,

62



&
RN Co-funded by .
SO the European Union
MATH 3DGEO VR

b=

[ ]
Q
Sl
X
Q

x(b+&) =dxb+dxé

[ ]
Qu

e (@) xb=dx(Ab) =A(dxb)

d-(bxd)=(daxb)-¢

. a a; as
° C_i . (b X E) = bl bz b3
lc; ¢ 3

Oletame, et meil on kolm vektoritd, b jac ning me moodustame kolmemddtmelise joonise.

-
L}
Lt}
L

1
1
1
=l
i v

Joonis 6.10.

Paralleelogrammi pindala$ (selle objekti kahemd&dtmeline esikiilg) on antud jargmiselt,
S=ldaxbl
ja ristkilliku (kogu kolmemodtmelise objekti) ruumalaV on antud jargmiselt,

V=ld (bx?d)]

Markus 6.8. Pange tahele, et absoluutvaadrtuse tulbad on vajalikud, kuna kogus vdib olla
negatiivne ja maht ei ole negatiivne.

Me saame seda mahu fakti kasutada, et maarata, kas kolm vektorit asuvad samal tasandil voi
mitte. Kui kolm vektorit asuvad samas tasapinnas, siis on ro6ptahuka ruumala null.
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Vektoreid kasutatakse igapdevaelus inimeste, kohtade ja asjade lokaliseerimisel. Neid
kasutatakse ka selliste asjade kirjeldamiseks, mis reageerivad neile rakendatavale valisele joule.
Naiteks sdiduauto rehvi mass, mis sdidab Lisaks sellele omab ta algkiirust, [dppkiirust ja kiirendust,
gravitatsioonireaktsiooni, jdude hddrdumist ja tanu oma podriemisele omab ta péordemomenti.
Suurust, millel on nii suurus kui ka suund, nimetatakse vektoriks. Newtoni esimene, teine ja
kolmas seadus on koik vektorite vahelised seosed, mis kirjeldavad tapselt kehade liikumist, kui
nad on allutatud valise jou mdjule. Newtoni seadused hdlmavad paljusid nahtusi ja neid saab
kasutada koige kirjeldamiseks alates vabalangevusest kuni Kuule suunduva raketini.

e  sdjaline kasutamine
e mirsk

e  vektor mangudes

e roller coaster

e joge lletav paat

e  kriketi mangimine

e kulgtuul

e Sodjaline kasutamine

Iga suurtlikki, mis tulistab mirsku, kasutades suurtikivige voi muud thlpi, tavaliselt
I6hkeainepohist raketikiitust, loetakse suurtiikiks. Kanoonide kaliiber, laskekaugus, liikuvus, tule
kiirus ja tule nurk erinevad Uksteisest. SGltuvalt sellest, millist rolli iga suurttkittidp lahinguvaljal
peaks taitma, kombineerivad ja tasakaalustavad eri tiipi suurtiikid neid omadusi erineval maaral.
Seda vektorit on vaja kasutada. Vektorid otsustavad, kuhu mirsk suundub ja kuhu ta tabab
maapinnal.

e Projektiil

Pesapallivektorit kasutavad mangijad automaatselt sellistel spordialadel nagu korvpall ja pesapall.
Lopuks Opilased kas tulistasid sihntmarki voi viskasid palli nurga all suunas, mis mdlemad saavutati,
kasutades oma arusaamist vektoritest. Tegelikult on sellistes mangudes nagu odaheitmine vaja
hinnata nurka, mille mirsu vektor maapinnaga moodustab, et odaheitja jouaks vdimalikult
kaugele.

e Vektor mangudes

Videomangudes kasutatakse vektoreid asukohtade, suundade ja kiiruste salvestamiseks.
Asukohavektor titleb meile, kui kaugel objekt on, kiirusvektor itleb meile, kui kaua see aega votab
vOi kui palju jbudu me peame rakendama, ja suunavektor Gtleb meile, kuidas me peaksime seda
joudu rakendama.
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Suurem osa veermiku ajal toimuvast liikumisest on reaktsioon maa gravitatsioonijoududele.
Ohutussusteemi ehitamisel on oluline, et arvestataks joudude, kiirenduse ja kiiruse vektoreid. See
kasutab vektorite kasutamist autoroolisGidu konstrueerimisel.

e JOge Uletav paat

Kui paat sdidab ule j6e, annavad nii paadi kiirus kui ka joe kiirus oma osa paadi kogukiirusele. Kui
joe voolukiirus muutub, muutub ka paadi kurss. Seetdttu peab paadimees maidrama joe
Uletamiseks nurga, et paaseda joe kaldale otse. Vektor mangib siinkohal olulist rolli.

e Kriketi mangimine

Kui l66gimangija 166b palli, on nii 166ginurk kui ka kiirus, millega ta palli 166b, olulised tegurid, mis
maaravad, kas pall 1aheb Ule piiri voi mitte. Kui mélemad tegurid vastavad maksimaalse jou
nduetele, laheb pall tle piiri. Palli tottu keerleb koik vektori imber.

e Kilgtuul

Kilgtuule mdiste on meile tuttav. Tuult, mis puhub suunaga, mis on risti liikumisteega,
nimetatakse kilgtuuleks. Kui lennuk 18puks maandub, tekib tal mdnikord kilgtuule tottu
probleeme. Vektori abil on piloot véimeline maarama nii resultatiivset kiirust kui ka suunda.

: I
horizon E\D*/

w'Y

Joonis 6.11. Lennukile m&juvad joud.
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1. Teema valiku pohjendus

Nagu ka kolmemddtmelise ruumi puhul, nimetatakse standardset(x,y,z)
koordinaatsiisteemi kartesiaanlikuks koordinaatsiisteemiks. Kuna see koordinaatsiisteem ei ole
alati  koige lihtsam  koordinaatsiisteem, siis vaatleme moningaid alternatiivseid
koordinaatsiisteeme.

Selle teema raames tutvustatakse polaar-, silindrilist ja sfaarilist koordinaatsiisteemi.

Silindrilised koordinaadid on kolmemdd&tmeline koordinaatsiisteem, mis valjendab punkte
kauguse suhtes fikseeritud teljest (z — telg), nurga suhtes selle telje Gmber (asimuut) ja kdrguse
suhtes piki telge. Sfaarilised koordinaadid valjendavad punkte kaugusena fikseeritud punktist
(algpunkt), nurga suhtes fikseeritud suunas (zenit) ja asimuudinurga suhtes selle suuna imber.

Paljudel juhtudel v8ivad silindriliste vdi sfaariliste koordinaatidega tehtavad arvutused olla
téhusamad kui kartesiaanlikes koordinaatides tehtavad arvutused. Silindrilised koordinaadid on
intuitiivsed podrlemissimmeetria puhul - need on kooskdlas meie loomuliku arusaamaga
poorlemisest ja korgusest. Kuigi kartesiaanseid koordinaate kasutatakse igapdevaelus sageli
nende lihtsuse tottu, pakuvad silindrilised ja sfaarilised koordinaadid vaartuslikke vahendeid
silindrilist voi sfadrilist simmeetriat, poorlemist véi ruumilist orientatsiooni hélmavate nahtuste
mdoistmiseks ja anallitisimiseks. Nende rakendused hdlmavad paljusid valdkondi, alates tehnikast
ja navigatsioonist kuni flilisika, inseneriteaduse ja robootikani.

2. Ajalooline taust

Silindriliste ja sfaariliste koordinaatide ajalooline taust on pdimunud astronoomia,
kartograafia ja navigatsiooni arenguga. Need koordinaatslisteemid on sajandite jooksul
arenenud, muutudes asendamatuteks vahenditeks ruumiliste suhete mdistmiseks ja
kujutamiseks erinevates valdkondades. Silindriliste ja sfaariliste koordinaatide arengut voib
jalgida kuni iidsete tsivilisatsioonideni. Need koordinaatsiisteemid tekkisid tdendoliselt
astronoomia ja navigatsiooni ruumiliste suhete mdoistmiseks ja modtmiseks. Silindriliste
koordinaatide paritolu ulatub tagasi antiik-kreeka matemaatikutele Apollonius Perga ja
Hipparchos. Nad rakendasid silindriliste koordinaatide pohimotteid Kuu liikumise uurimiseks ja
Oise tahistaeva kaardistamiseks, sest need pakuvad mugavat viisi tdhise asukoha kujutamiseks
taevasfaari suhtes.

Kbige varem on teadaolevalt kasutatud sfaarilisi koordinaate juba vanade kreeklaste ajal.
Astronoomid nagu Aristarchos Samose ja Hipparchos kasutasid taevakehade asukoha
kaardistamiseks sfaarilisi koordinaate. Nende t606 pani aluse sfaérilise trigonomeetria arengule,
mis on oluline sfaariliste koordinaatidega seotud arvutuste jaoks. Keskajal ja renessansiajal
kasutati sfaarilisi koordinaate jatkuvalt peamiselt astronoomias. Astronoomid nagu Ptolemaios ja
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Nikolaus Kopernik kasutasid neid koordinaate paikeseslisteemi mudelite valjatootamiseks.
Astrolaabiumi, sfaarilistele koordinaatidele tugineva navigatsioonivahendi leiutamine kindlustas
nende tdhtsust praktilistes rakendustes veelgi. Varased meremehed kasutasid sfaarilisi
koordinaate oma asukoha maaramiseks Maa pinnal. Laiuskraad ja pikkuskraad vastavad kallakule
ja asimuudile. 17. sajandil tehti markimisvaarseid edusamme selle koordinaatslisteemi
moistmisel. Isaac Newton ja Gottfried Wilhelm Leibniz t66tasid valja arvutusarvutuse, mis andis

voimsa matemaatilise raamistiku sfaariliste koordinaatsiisteemide anallilisimiseks. Hilisem
diferentsiaalgeomeetria ja vektorarvutuse areng taiustas seda teooriat veelgi.

3. Opitulemused

Selle mooduli Iabimisel peaksid dpilased olema voimelised
e valjendada punkte ja funktsioone polaarsetes, silindrilistes ja sfaarilistes koordinaatides,

e  kasutada konverteerimisvalemeid punktkoordinaatide ja domeenide teisendamiseks
kartesiaanlikest koordinaatidest polaar-, silindri- ja sfadrikoordinaatidesse ja vastupidi.

Eeltingimused: Enne selle mooduli alustamist peaksid (ilidpilased tegema jargmist.

e tundma punktide ja kahe ja kolme muutuja funktsioonide mdistet
kartesiaankoordinaatides.

4. Teoreetilised alused

e Polaarkoordinaadid

Alustame kahemdotmelisest ruumist  ja tutvustame polaarkoordinaatsiisteemi.
Koordinaatslisteemid ei ole tegelikult midagi muud kui viis punkti maaratlemiseks ruumis. Naiteks
kartesiaanlikus koordinaatsiisteemis antakse punktile koordinaadid(x, y) ja me kasutame seda
punkti defineerimiseks, alustades algpunktist ja liikudes seejarelx Uhikut horisontaalselt ja
seejarely Uhikut vertikaalselt. See ei ole siiski ainus viis punkti defineerimiseks kahemddtmelises
ruumis. Selle asemel, et liikuda punktini vertikaalselt ja horisontaalselt alguspunktist, voiksime
selle asemel minna alguspunktist otse valja, kuni jduame punktile, ja seejarel maarata nurgag ,
mille see sirge moodustab positiivsex — teljega. Seejarel voiksime punkti koordinaatidena
kasutada punkti kaugustr alguspunktist ja seda, kui palju meil on vaja positiivsex — telje suhtes
poorata. See on ndidatud alljargneval joonisel.
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Joonis 7.1.

Sellisel kujul koordinaate nimetatakse polaarkoordinaatideks.

On oluline erinevus kartesiaanlike koordinaatide ja polaarkoordinaatide vahel.
Kartesiaanlikes koordinaatides on iga punkti jaoks tdpselt (ks koordinaatide kogum.
Polaarkoordinaatide puhul ei ole see nii. Polaarkoordinaatides on antud punkti jaoks sdna otseses
mottes I6pmatu arv koordinaate. Naiteks jargmised neli punkti on kdik ihe ja sama punkti

koordinaadid.
(1) (-3) - (+5) - (42
'3\ 3/ "3/ 3 )

Need neli punkti kujutavad ainult punkti koordinaate, ilma et nad p&oérleksid rohkem kui tiks kord
Umber siisteemi. Kui me lubame nurgal teha nii palju taielikke p66rdeid Umber telje siisteemi, kui
me tahame, siis on sama punkti koordinaate I6pmatult palju. Tegelikult saab punkti(r, ¢) esitada
mis tahes jargmiste koordinaatpaaridega:

(r,@ + 2mn), (-7, + (2n+ 1)), wheren € Z.

Peame motlema kahe koordinaatsiisteemi vahelisele Umberarvestusele. Kasutades
Ulaltoodud taisnurkset kolmnurka, saame jargmised polaar- ja kartesiaalvorrandite
Umberarvestusvalemid:

X = T1CcosQ
y = rsing.
Cartesianist teisendamiseks markame seda vaga kasulikku valemit
x2 + y? = (rcosp)? + (rsing)? = r? (cos?g + sin?g) =r? -1 =r2.

Vottes mblemast kiiljest ruutjuure (kasutades positiivsetr ), on meil r = \/x? + yZ2.
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Et saadag, vorrandit, aIustame%=ﬁ=mn<p ja vottes mdlema poole pdéordtangendi

saame,p = arctan (%) . Sellega peame olema ettevaatlikud, sest poordtangendid annavad
vaartusi ainult vahemikus—m /2 < ¢ < m/2. Tuletame meelde, et on olemas teine vdimalik nurk
ja et teine nurk on antud jargmiselt ¢ + m.

Selle kokkuvdtmiseks on meil olemas kartesiaanlik iimberarvestusvalem polaarseks:

r=+x2+y2orr?=x?+y?

¢ = arctan ();})

e Silindrilised koordinaadid

Silindriline koordinaatsiisteem on {sna lihtne, sest see ei ole midagi muud kui
polaarkoordinaatide laiendamine kolmemddtmeliseks. Kdik, mida tehakse, on lisadaz kolmanda
koordinaadina. r jag on samad kui polaarkoordinaatide puhul. Jargnevalt on esitatud punkti

visand R3.

6
/

Joonis 7.2.

Umberarvutusedx jay on samad, mida kasutatakse polaarkoordinaatide vaatlemisel.
Seega, kui on olemas punkt silindrilistes koordinaatides, saab kartesiaankoordinaadid leida

jargmiste teisenduste abil:

X = TCosQ
y = rsing
z = Z.
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Samamoodi, kui meil on punkt kartesiaanlikes koordinaatides, saab silindrilised koordinaadid
leida jargmiste teisenduste abil:

r = Jx2+yZorr?=x?+y?

o = arctan (X)
z = xz.

e Sfaarilised koordinaadid

Sfadriline koordinaatsiisteem koosneb jargmistest kolmest suurusest. Esiteks onp. See on kaugus
alguspunktist punktini ja on vajalikp = 0. Seejdarel on¢g. See on sama nurk, mida me nagime
polaarkoordinaatides / silindrikoordinaatides. See on nurk positiivsex — telje ja tlaltoodud joone
vahel, mida tdhistabr (mis on samuti samar nagu polaarsetes/tsilindrilistes koordinaatides).
Piirangud puuduvadg. Lopuks onf. See on nurk positiivsez — telje ja alguspunktist punktile
kulgeva joone vahel. See on vajalik0 < 8 < m. Kokkuvdttes onp kaugus algpunktist punktini,@ on
nurk, mida me peame positiivsez — telje suhtes allapoole pd6rama, et punktini jouda, jag on see,
kui palju me peame punktini jdudmiseks poorlema imberz — telje. Siin on kujutatud punkti
visand R3.

P
0

S
/

Joonis 7.3.

Umberarvestusvalemite tuletamiseks alustame kdigepealt punktist sfaérilistes
koordinaatides ja kiisime, millised on selle punkti silindrilised koordinaadid. Niisiis,(p, @, 8) on
teada ja(r,¢,z) tuleb leida. Tegelikult peame leidma ainultp jaz , sest¢p on mdlemas
koordinaatsiisteemis sama. Kui me vaatame (laltoodud visandit otse kolmnurga eest, saame
jargmise visandi:
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> axis
(z,9,2)
P Y
9 pA
-
.-1'_1; plane
Joonis 7.4.

Me teame, etz — telje jap vaheline nurk on@ ja vdikese geomeetria abil teame ka, et nurkp
ja taisnurkse kolmnurga vertikaalse kiilje vahel on samutif. . Siis saame vdikese tdisnurkse
kolmnurga trigonomeetrilise anallitsi abil,

z = pcos6

r = psind.
ja need on tdpselt need valemid, mida me otsisime. Niisiis, kui punkt on antud sfaarilistes
koordinaatides, siis selle punkti silindrilised koordinaadid on jargmised:

r = psinf
¢ = @
z = pcosh.

Puthagorase teoreemi jirgi saame ka, p? = r% + z2.

Jargnevalt leiame sama punkti kartesiaankoordinaadid. Selleks alustame eelmises punktis
esitatud silindriliste teisendusvalemite abil ja peame vaid kasutama eespool esitatud valemeidr
jaz , et saada:

X = psinf cose
y = psinfsing
z = p COSQ

Pange ka tihele, et kuna me teame, etr? = x? + y? saame,p? = x? + y2 + z2. Punktide
teisendamine kartesiaanlikest voi silindrilistest koordinaatidest sfaarilistesse koordinaatidesse
toimub tavaliselt samade teisendusvalemite abil.
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Tanapdeval on silindrilised ja sfaarilised koordinaadid muutunud oluliseks vahendiks
erinevates valdkondades, sealhulgas fllsikas, inseneriteaduses ja arvutigraafikas. Neid
kasutatakse osakeste liikumise kirjeldamiseks, flilsikaliste ndhtuste modelleerimiseks ja
kolmemddtmeliste andmete esitamiseks. Konkreetsemalt kasutatakse silindrilisi koordinaate
vedelike diinaamikas voolukiiruste arvutamiseks torudes vdi jdudude mdju arvutamiseks
veealustele pindadele, ehitustehnikas, kui kasitletakse konstruktsioone, mis koosnevad
Ummargustest komponentidest, nagu tornid, silindrid vdi kuplid, ning tarkvaratehnikas, eriti 3D
graafikas ja simulatsioonides, kus objekti immargused vdi silindrilised tunnused tuleb digitaalselt
esitada.

Silindrilisi koordinaate kasutatakse sageli silindriliste objektide, naiteks torude, vollide voi
hammasrataste geomeetria kirjeldamiseks. See lihtsustab nende omaduste projekteerimist ja
analltsimist. Tootmisprotsessides, nagu treimine voi freesimine, kasutatakse silindrikoordinaate
tooriistade liikumise juhtimiseks, et luua silindrilisi kujundeid.

Vilju, nagu elektri- ja magnetvaljad, on mugavam kirjeldada silindriliste koordinaatide abil, eriti
kui tegemist on silindrilise simmeetriaga, naiteks pikkade juhtmete voi solenoididega, ja
sfadriliste koordinaatide abil, eriti kui tegemist on simmeetriliste olukordadega, naiteks laengute
vOi vooludega.

Silindrilisi ja sfadrilisi koordinaate kasutatakse vedelike voolu analttsimiseks Umber
silindriliste objektide, naiteks torude voi kolonnide, voi imber sfaarilise simmeetriaga objektide,
naiteks mullide voi tilkade, Gmber.

Soojusiilekandega seotud probleemides vdivad silindrilised koordinaadid olla kasulikud
silindrilise siimmeetriaga olukordade analiiiisimisel, nditeks soojusjuhtimine torus voi silindris.

Robotkded kasutavad sageli sfaarilisi koordinaate, et maarata oma I8pp-rakendi asukoht ja
orientatsioon. See vdimaldab tapset liikumist ja selliseid (lesandeid nagu keevitamine voi
kokkupanek.

Andurite andmete to6tlemine: Andurid robotitel vdi autonoomsetel sdidukitel vdivad
kasutada silindrilisi voi sfaarilisi koordinaate selliste andmete esitamiseks nagu heli suund voi
objektide asukoht, kusjuures silindriliste koordinaatide puhul on objektid keskse telje suhtes.

Meteoroloogid kasutavad silindrikoordinaate, et kirjeldada tuulemustreid imber keskse punkti,
aidates moista ja ennustada ilmastikutingimusi.

GPS-stisteemid kasutavad sfaarilisi koordinaate, et maarata seadme tapne asukoht Maa
pinnal. Laius- ja pikkuskraad on sisuliselt sfadrilised koordinaadid, kus laiuskraad tdhistab
zeniidinurka ja pikkuskraad asimuudinurka.

Kahe punkti vahelise kauguse maaramiseks kasutatakse sfaarilisi koordinaate koos Maa
raadiusega, et arvutada liihim tee nende vahel.

Virtuaalreaalsuses modelleeritakse objekte sageli sfaariliste koordinaatide abil. See véimaldab
kolmemdodtmeliste objektide tapset kujutamist ja nendega manipuleerimist.
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Astronoomid kasutavad tdhtede, planeetide ja muude taevakehade asukoha jalgimiseks
sfaarilisi koordinaate. Paralleelsuunaline tdus ja deklinatsioon on vérdvaarsed vastavalt asimuudi
ja zeniitnurgaga.

MATH 3DGEOVR

Taevakehade orbiitide moistmine hoélmab sfaariliste koordinaatide kasutamist, et
kirjeldada nende asukohta ja kiirust keskse punkti suhtes.

6. Viited

[1] https://tutorial.math.lamar.edu/
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8. TEEMA: Trigonomeetrilised funktsioonid

1. Teema valiku pohjendus

Trigonomeetria on oluline matemaatika haru, mis on aluseks edasijoudnute teemadele
kalkulatsioonis, fiilisikas, inseneriteaduses ja arhitektuuris. Opilaste jaoks on oluline, et nad
valdaksid trigonomeetrilisi mdisteid oma akadeemilise ja tédalase karjaari jooksul. Siiski vdib
trigonomeetria olla paljude 6ppijate jaoks abstraktne ja keeruline, eriti kui tegemist on ruumiliste
seoste visualiseerimise ja mdistmisega.

VR-i kasutamine trigonomeetria dppimisel lahendab need probleemid, pakkudes taiesti
kaasahaaravat Opikogemust. VR vOimaldab Opilastel visualiseerida trigonomeetrilisi moisteid
kolmemdodtmeliselt, mis lihtsustab keeruliste ideede mdistmist. Naiteks saavad Opilased
virtuaalses ruumis manipuleerida nurkadega ja kolmnurkadega, jdlgida muutuste mdju reaalajas
ning moista paremini Ghikringi ja selle rakendusi. Selline interaktiivne, visuaalne [ahenemine aitab
tugevdada Oppimist, muutes trigonomeetria erinevate Opistiilidega Opilastele kattesaadavamaks
ja kaasahaaravamaks.

See moodul kasutab virtuaalreaalsust (VR) trigonomeetria pShimdistete dpetamiseks.
Opilased kasutavad 3D-keskkondi, et uurida ja mdista nurkade ja kiilgede vahelisi seoseid
taisnurkse kolmnurga, thikuringi ja trigonomeetriliste funktsioonide, nagu siinus, koosinus ja
tangens, vahel. VR-kogemus véimaldab neid mdisteid interaktiivselt uurida, pakkudes praktilist
[ahenemist trigonomeetria pohimotete mdistmiseks.

2. Ajalooline taust

Trigonomeetria (vanakreeka keelesttptywvov (trigonon) 'kolmnurk' jauetpov (métron)
'md06t') on matemaatika haru, mis tegeleb kolmnurkade nurkade ja kiljepikkuste vaheliste
suhetega. Eelkdige seostavad trigonomeetrilised funktsioonid taisnurksete kolmnurkade nurkasid
ja kiljepikkuste suhteid.

Trigonomeetrial on pikk ja rikas ajalugu, mis ulatub tagasi iidsetesse tsivilisatsioonidesse.
See tekkis hellenistlikus maailmas 3. sajandil eKr. geomeetria rakendustest astronoomilistes
uuringutes. Kolmnurkade varajane uurimine on jalgitav 2. aastatuhandel eKr Egiptuse
matemaatikas (Rhindi matemaatiline papiiiirus) ja Babiloonia matemaatikas. Babtiloonlased ja
egiptlased kasutasid varaseid trigonomeetrilisi ideid praktilistel eesmarkidel, nagu astronoomia
ja maamoGtmine. Trigonomeetria oli levinud ka kusiitide matemaatikas.

Trigonomeetria ametlik uurimine algas kreeklastel, eelkdige Hipparchose t66ga umbes
150 eKr, kellele omistatakse esimese teadaoleva trigonomeetrilise tabeli koostamine. Ptolemaios
laiendas hiljem Hipparchose t66d, andes olulise panuse antud valdkonda. India astronoomias
Oitses trigonomeetriliste funktsioonide uurimine Gupta perioodil, eriti tdnu Aryabhata (6. sajand
pKr), kes avastas siinuse, kosinuse ja teised trigonomeetrilised funktsioonid.
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varaseimad teadaolevad trigonomeetriliste suhtarvude véaartustabelid (trigonomeetrilised
funktsioonid).
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Trigonomeetriast sai iseseisev distsipliin islamimaailmas, kus tunti koiki kuut
trigonomeetrilist funktsiooni. Islami kuldajastul tegid sellised dpetlased nagu Al-Battani, Abu al-
Wafa ja Al-Khwarizmi edasisi edusamme, eriti sfaarilise trigonomeetria alal, mis oli oluline
navigatsiooni ja astronoomia jaoks. Araabia ja kreeka tekstide tdlked viisid selleni, et
trigonomeetria voeti renessansiajast alates Regiomontanusega lddnemaailmas kasutusele.

Kaasaegse trigonomeetria areng muutus ldadane valgustusajastul, alustades 17. sajandi
matemaatikast (Johannes Kepler, Isaac Newton, James Stirling jt) ja saavutades oma tanapaevase
kuju Leonhard Euleriga (1748). Nende t60 aitas integreerida trigonomeetria laiemasse
matemaatikasse ja selle rakendustesse teaduses.

Seelabi, et trigonomeetria Oppimisse on kaasatud VR, ihendab see moodul &pilasi nii selle
teema ajaloolise arengu kui ka tanapdeva tipptehnoloogiaga. Selline [ahenemisviis mitte ainult ei
tdiusta opikogemust, vaid illustreerib ka trigonomeetria jatkuvat asjakohasust ja kohaldamist
tdnapdeva maailmas.

3. Opitulemused

Trigonomeetriliste pdhimdistete mdistmine:

e  Trigonomeetriliste suhtarvude mdistmine: Opilased peaksid suutma méairatleda ja
selgitada pohilisi trigonomeetrilisi suhteid - siinus, koosinus ja tangens - taisnurkse
kolmnurga kontekstis.

e Suhtarvude kohaldamine: Opilased peaksid olema vdimelised rakendama neid suhtarve,
et lahendada lihtsaid Ulesandeid, mis on seotud taisnurkse kolmnurga kiilgede ja
nurkadega.

Trigonomeetriliste seoste visualiseerimine:

e Uhikuringi uurimine: Opilased peaksid omandama p&hiteadmised iihikuringist, sealhulgas
sellest, kuidas nurgad vastavad koordinaatidele ringil ja kuidas see on seotud siinus- ja
kosinusfunktsioonidega.

e  Reaalajas suhtlemine: Kasutades VR-i, peaksid dpilased olema vdimelised visualiseerima,
kuidas nurga muutmine kolmnurgas voi Ghikuringil méjutab siinuse, koosinuse ja puutuja
vaartusi, parandades nende mdistete ruumilist mdistmist.
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Trigonomeetriliste funktsioonide graafiline kujutamine:
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e  Graafikute pdhitdlgendus: Opilased peaksid oskama dra tunda ja tdlgendada siinus-,
kosinus- ja puutujafunktsioonide graafikuid, moistes nende peamisi omadusi, nagu
amplituud, periood ja sagedus.

e Graafiku loomine: Opilased peaksid suutma visandada v&i tuvastada nende funktsioonide
pohilisi graafikuid antud andmete voi VR-simulatsioonide pdhjal.

Teadlikkus tegelikust rakendusest:

e Seos reaalmaailma stsenaariumidega: Opilased peaksid suutma tuvastada ja kirjeldada
vahemalt Gihte trigonomeetria reaalmaailma rakendust (nt navigatsioon, arhitektuur voi
flitsika), mida naidatakse VR-keskkonnas.

Parem kaasatus ja usaldus:

e Suurem mugavus trigonomeetriaga: VR-i kaasahaarav olemus peaks aitama Opilastel end
kindlamalt ja aktiivsemalt trigonomeetriliste mdistetega tegeleda, vahendades
matemaatika dppimisega sageli kaasnevat arevust voi pettumust.

e Probleemide lahendamise oskused: Opilased peaksid demonstreerima paranenud
probleemilahendamisoskust, rakendades oma arusaamist trigonomeetrilistest moistetest
VR-pohiste stsenaariumide voi lihtsate sdnaliste ilesannete puhul.

4. Teoreetiline alus

1. Radiaannurga mootmine

Koos nurkade praktilise kraadimdédduga kasutatakse teoreetilistes kiisimustes
radiaanimootu, imbermdddu keskpunktis oleva nurgaa vaartust moddetakse selle kaare
pikkusel , millel see nurk toetub, ja selle ringi raadiuser pikkuse suhtega:a =£ . Selle
mootmise Uihik on radiaan - nurk, mis on keskne kaarele, mille pikkus on vérdne ringi

raadiusega. Uks radiaan on vérdne 57217'44",8, mis tihendab, et 12=0,017453 radiaani.
Uleminek iihest md&tmest teise toimub valemite jargi:

180 T
0 _ _ 0
a=— a(rad), a(rad) T80%
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Joonis 8.1.

2. Trigonomeetrilised suhtarvud

Trigonomeetrilised nurgafunktsioonid maaratakse nii trigonomeetrilise ringi kui ka
teravnurkse kolmnurga abil (teravate nurkade puhul). Trigonomeetriline ring on ring,
mille raadius on 1 ja mille keskpunkt on koordinaattasapinna alguspunktis. PunktidO, A
ja B moodustavad vastava kolmnurga.

Joonis 8.2.

Koordinaadid(x, y) vastavad (( ,cosasina) ) antud nurgale (a ) jargmiselt:

e Sine (sin ): Maaratletud kui taisnurkse kolmnurga vastaskiilje ja hiipotenuusi suhe:

. Y
===y =AB.
sing ===y

e Kosinus (cos ): Maaratletud kui kdrvaloleva kiilje ja hlipotenuusa suhe:
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X
cosa = — = x = 0B.
r

e Tangent (tan ): Maératletud kui vastaskdlje ja kdrvaloleva kiilje suhe:

) y AB
ana === —.
x OB
Muud trigonomeetrilised funktsioonid saab méaaratleda eelnevate definitsioonide alusel:

e Contangent (cot ): Maaratletud kui :tan

. 1 0B

cota = ——=—.
tana AB

e Secante (sec): Maaratletud kui poordvaartus :cos

1 1
seca = =-
cosa x

e Cosecante (csc ): Maaratletud kui vastastikune vaartus :sin

1 1
csca = —— = —,
sina y

Kui nurk muutub vahemikus 0 kuni2m (mis tahes suunas), on trigonomeetriliste

funktsioonide vastavad vaartused maaratletud vastavalt simmeetriale ja vastavate
markidega.

Joonis 8.3.

Maaratlustest voib hélpsasti jareldada, et
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e trigonomeetrilised funktsioonid ,f (x) = sinxf(x) = cosx on defineeritud
jargmiselt. R;
e trigonomeetrilised funktsioonidf (x) = tanx jaf (x) = secx , on defineeritud
jargmiselt
aadressil ;]R{%H,Vk € 7}
e trigonomeetrilised funktsioonidf (x) = cotx jaf (x) = cscx , on defineeritud
jargmiselt
aadressil ;R{km, Vk € Z}
e trigonomeetrilised funktsioonid, ,f (x) = sinxf(x) = cosxf(x) = secx ja
f(x) = cscx on perioodilised perioodiga :2mf (x) = f(x + 2km),Vk € Z, st.
sin(2km + x) = sinx, cos(2km + x) = cosx,
sec(2km + x) = secx, csc(2km + x) = cscx

e trigonomeetrilised funktsioonidtan jacot on perioodilised perioodiga
mst.f(x) = f(x+ km),Vk € Z

km km
tan (7 + x) = tanx, cot (7 + x) = cotx.

e trigonomeetrilised funktsioonidcos jasec on even=;f(—x) = f(x),Vx € D
e trigonomeetrilised funktsioonid , ,sincsctan jacot on paaritu:

f(=x) = =f(x),Vx € Dy ;

kdigix € R puhul on meil

—1<sinx<1, —1<cosx <1;

kdigix € Dy, vadrtusedtanx jacotx , varieeruvad vahemikus—oco kuni ;+oo

kdigix € Dy, vadrtusedsecx jacscx , varieeruvad jargmiselt: | —
o, —1[U |1, +oo].

Pohilised trigonomeetrilised identiteedid:
e Pythagorase identiteet: ;sin®x + cos?x = 1
e sinxcscx = 1, cosxsecx = 1;
e sec?+tan’x =1, csc?x — cot’x = 1.

Uhe trigonomeetrilise funktsiooni esitamine teise funktsiooni suhtes:

. tanx 1
e sinx =V1-—cos?x =

VittanZx  Vi+cot?x’
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A 1 cotx
e cosx =V1—sin?x =

VittanZx  Vi+cot?x’

o tanx — sinx _ Vi1-cos?x _ secx _ 1 .
" Vi-sinZx = cosx " VescZx—1'
o cotx = Vi-sin?x _ cosx 1 N 1
T sinx  Vi-cos?x  VsecZx—1 ’

3. Nurga summa ja nurga erinevuse valemid:
e sin(x + y) = sinxcosy * cosxsiny;

e cos(x t+ y) = cosxcosy + sinxsiny;

_ tanxzttany

o tan(xty) =
__ cotxcotyF1

o cottxty) ="

4. Mitme nurga valemid:
e sin(2x) = 2sinxcosx;

e cos(2x) = cos?x — sin®x;

2tanx
e tan(2x) = Ty
cot? x—1
e cot(2x) = Seotx

5. Poolnurga valemid:

. X 1
e sin (—) = /— (1 — cosx);
2 2
X 1
(—) = ’— (1 + cosx);
2 2
x 1—-cosx 1—-cosx sinx
e tan (—) = [ ) — , = ;
2 (1+cosx) sinx 1+cosx
X (1+cosx) 1+cosx sinx
) cotl—-) = = - = 3
2 (1—cosx) sinx 1—cosx

6. Trigonomeetriliste funktsioonide summa ja vahe:

® COS

. . . X+ X—
e sinx + siny = 2sin (Ty) cos (Ty),
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. . x+ . X—
® SInx — SIny = 2cos (Ty) sin (Ty),

X+ X—
e cosx + cosy = 2cos (Ty) cos (Ty)

. x+ . X—
® (COSX — Ccosy = —2sin (Ty) sin (Ty),
sin(x+
e tanx 4 tany = M;
COSXCosy
sin(x+y)
e cotx tcoty =+ ==Y
sinxsiny

7. Monede trigonomeetriliste funktsioonide produktid:
e sinxsiny = %[cos(x —y) —cos(x +y)];
® COSXCOSy = %[cos(x —y) +cos(x +y)];
e sinxcosy = %[sin(x —y) + sin(x + y)].

8. Monede trigonomeetriliste funktsioonide voimsused:

N |-

[1 —cos(2x)];  cos?x ==[1 + cos(2x)].

N~

e sin’x =
9. Peamiste trigonomeetriliste funktsioonide graafika:

e Funktsioonisinx graafika :

/\ | -

-2x -1 5= - -05=x O.5n 15=x

"y

Joonis 8.4.
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Funktsioonicosx graafika :

-2 -1 - = S=n o 0\/51 Zn
-1
Joonis 8.5.
Funktsioonitanx graafika :
Ay
I I . I |
| | l y=ramn x I
I I o I I
| I | I :
-2= —lISl - = —O'Sn Ofn n 1 f: 2x
I | / = I I
| T |
I I | |
Joonis 8.6.
Funktsioonicotx graafika :
A
I | 4 I I
| | el |
I | . I I
I | | [z
-}u -1 - 05 o 05x In 1 Sa 2r-
I I 2 I I
| | ] | |
I | I I
Joonis 8.7.
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e Naited

e  Konstrueerige funktsiooniy = tan (x - g) graafika.

Lahendus. Soovitud graafik saadakse funktsiooniy = tanx graafikust paralleelse
Ulekande tulemusena piki absissateljest paremale, kasutades selleks %:

| ’ 4 ' I/' S .
j | /l A y:,g/; "'z""[f"‘%/l

| P Y, 5

L 2

1.5

LA £

h;

A

N

&
N

Joonis 8.8.

e  Konstrueerige funktsiooniy = sinx + 1 graafika.
Lahendus. Soovitud graafik saadakse funktsiooniy = sinx graafikust paralleelse
Ulekande tulemusena piki ordinaatteljet tlespoole :1

2

Joonis 8.9.

e  Konstrueerige funktsiooniy = 3cotx graafika.
Lahendus. Soovitud graafik saadakse funktsiooniy = cotx graafikust, venitades viimast
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kolm korda):
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»

4*
——
- N w s W

\
\
|
4

Joonis 8.10.

e  Konstrueerige funktsiooniy = —cos (x + g) graafika.

Lahendus. Konstrueerime antud graafiku, kasutades funktsiooniy = cos (x + g) graafiku
elementaarseid teisendusi. Viies selle graafiku paralleelset (ilekannet pikix -telge

i . 77.'
vasakuleg , saame graafikuy = cos (x + 5) , Saame:

4

7))

~_ reeos(x:T) ~ o

N %0 N\ 2"

-2n - 1\"‘ - /6511 0 0 5\- n /(Sx 2:7
Sl . \_\Z/

Joonis 8.11.

Seejarel, kuvades funktsiooniy = cos (x + g) graafiku simmeetriliselt absissatelje
suhtes, saame soovitud graafiku:
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Joonis 8.12.

e Sissejuhatus poordtrigonomeetrilistesse funktsioonidesse

Poordtrigonomeetrilised funktsioonid on primaarsete trigonomeetriliste funktsioonide
poordoperatsioonid: siinus, koosinus, puutuja, kotangent, sekant ja koesekant. Need
funktsioonid, mida tavaliselt tahistatakse kui , , ,arcsinarccosarctanarccotarcsec ,jaarccsc ,
voimaldavad maarata kindlaks nurga, mis vastab antud trigonomeetrilisele suhtele.
Naiteks kuisinf = x mingi nurga8 puhul, siis véib nurka valjendada jargmiselt:

6 = arcsin(x).

Igal poordtrigonomeetrilisel funktsioonil on piiratud vahemik, et tagada, et see on hasti
maaratletud ja annab unikaalse tulemuse. Need vahemikud on valitud nii, et iga pé6rdfunktsioon
katab algfunktsiooni the taieliku tsikli. Konkreetsed vahemikud on jargmised:

T T

e arcsin(x):[-1,1] - [_E’E]

e arccos(x):[-1,1] - [0, 7]

e arctan(x):R - (—gg)
Seos trigonomeetrilise funktsiooni ja selle poodrdfunktsiooni vahel on maaratletud
algfunktsiooni vahemikuga ja p66rdfunktsiooni domeeniga. Naiteks siinusfunktsioonsin(x) on
maaratletud koigi reaalvaartustex jaoks, kuidsin(x) vaartused jaavad ainult vahemikku[—1,1] .

Jarelikult on pdordsinusfunktsioonarcsin(x) méaaratletud ainultx € [—1,1] jaoks ja annab nurga
piiratud vahemikus [—g,%]

See piirang poordfunktsiooni domeenile aitab lahendada ebaselgusi. Kuna
trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised, ei ole neil ilma selle piiranguta unikaalset

poordvaartust. Piirates valjundnurkade vahemikku, valib iga péordfunktsioon peamise vaartuse,
tagades uks-Uhele vastavuse.

Umberpédratud trigonomeetrilised funktsioonid mangivad olulist rolli vdrrandite
lahendamisel, kus nurgad tuleb maarata teadaolevate trigonomeetriliste vaartuste pohjal. Nende
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funktsioonide rakendused ulatuvad erinevatesse valdkondadesse, nagu flilisika, inseneriteadus ja
arvutiteadus, eriti kontekstides, kus on vaja maarata nurkasid.

MATH 3DGEOVR

Kaandtrigonomeetrilisi funktsioone kasutatakse erinevates valdkondades, sealhulgas
flusikas, inseneriteaduses ja arvutigraafikas, kus nurkade maaramine teadaolevate suhtarvude
pdhjal on oluline.

5. Rakendused igapaevaelus

Trigonomeetrial ei pruugi olla otseseid rakendusi praktiliste kiisimuste lahendamisel, kuid seda
kasutatakse erinevates asjades, mis meile nii palju r6dmu valmistavad. Naiteks muusika, nagu te
teate, liigub heli lainetena ja see muster, kuigi mitte nii korraparane kui funktsioonidsin véicos ,
on siiski kasulik arvutimuusika arendamisel. Arvuti ei saa ilmselgelt kuulata ja mdista muusikat nii
nagu meie, seega kujutavad arvutid seda matemaatiliselt selle koostisosade helilainete abil. Ja
see tdhendab, et heliinsenerid peavad tundma vahemalt trigonomeetria pdhitddesid. Ja head
muusikat, mida need heliinsenerid toodavad, kasutatakse selleks, et rahustada meid meie
hektilisest, stressirohkest elust - kdik tanu trigonomeetriale.

e Trigonomeetria astronoomias

Inimesi on alati kditnud kosmos. Astronoomia on olnud trigonomeetria arengu liikkumapanevaks

jouks. Enamik trigonomeetria varaseid avastusi oli seotud sfaarilise trigonomeetriaga, peamiselt
selle rakendamise tottu astronoomias. Kreeka trigonomeetria arendamisel on teadaolevalt kolm
peamist tegelast: Hipparchos, Menelaos ja Ptolemaios. Téenaoliselt oli ka teisi autoreid, kuid aja
jooksul on nende teosed kadunud ja nende nimed unustatud. Kui kaugel on tdhed? Kogu aasta
jooksul po6rleb Maa Gimber Paikese ja tahtede nailine asend naib veidi nihkuvat vorreldes palju
kaugemal asuvate tdhtedega. Seda nahtust saab Usna lihtsalt jalgida. Sirutage oma kasi enda ette
poidlaga Ulespoole. Seejarel vaadake seda esmalt vasaku ja seejarel parema silmaga. Te vdite
margata, et sorme asend muutub. Kui te ldhendate sdrme oma silmadele, on nihkumine tausta
suhtes suurem. Meie silmad asuvad teataval kaugusel, mistottu sirged jooned, mida me
mentaalselt sdrmest silmadeni tdmbame, loovad nurga. Kui me jatkame neid sirgeid, leiame kaks
erinevat s6rme asendit. Ja nende vaheline nurk soltub sellest, mida lahemal on s6rm silmadele.
Seda nahtust nimetatakse parallaksiks. Astronoomid hindavad selle meetodi abil, mida
nimetatakse tahtede parallaksiks ehk trigonomeetriliseks parallaksiks, kaugust lahedalasuvatest
objektidest kosmoses.

e Trigonomeetria hoone vdi made kdrguse modtmisel

Trigonomeetriat saab kasutada naiteks mae kdrguse modtmiseks: kui tead, millisest kaugusest
sa vaatled ja millise nurga alt sa vaatad, saad hdlpsasti maarata mae kdrguse. Samamoodi, kui teil
on olemas Uhe kiilje vaartus ja kaldenurk mae tipust, saate leida kolmnurga teise kilje, teil on
vaja teada vaid Gihe kilje ja kolmnurga nurka. Vastavalt toestatud faktidele Utlevad Ameerika
teadlased, et selleks, et maarata kaugust mis tahes objektist, hindab meie aju kdigepealt
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nagemistasandi ja maapinna tasandi vahelist nurka. Uldiselt ei ole "nurkade m&dtmise" idee uus.
Kaugemaid objekte, mis asuvad vaateviljas kdrgemal, joonistasid Vana-Hiina maalijad, jattes

mdnevdrra tihelepanuta perspektiivi seadused. Uheteistkiimnenda sajandi araabia teadlane
Alha-zen sdnastas teooria kauguse maaramiseks nurkade hindamise teel.

MATH 3DGEOVR

e Trigonomeetria ehituses

Hoonete, teede, sildade jne ehitamisel vajavad inimesed trigonomeetriat:

e MOootke valjad, maatiikid ja alad;

e moddab hoone kdrgust, laiust, pikkust jne.
e teha seinad paralleelseks ja risti;

e paigaldada keraamilised plaadid;

e projekteeritud katuse kalle;

Arhitektid kasutavad trigonomeetriat konstruktsioonikoormuse, katusekallete, maapinna ja
paljude muude aspektide, sealhulgas paikesevarjutuse ja valgusnurkade arvutamiseks.

Trigonomeetriat vdib nimetada arhitektuuri geeniuseks, enamik meile tuntud ehitisi on
projekteeritud tanu sellele. Mdned kuulsad naited sellistest hoonetest on:

e Mary Axe Londonis:

e Sydney ooperimaja:
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e Argentinas Los Manantiales'i restoran:

e Gaudi lastekool Barcelonas:

e Bodegas Isios Winery Hispaanias:

89



Co-funded by
the European Union

MATH 3DGEOVR

e Trigonomeetria lennutehnikas

Lennuinsenerid peavad arvestama oma kiirust, kaugust ja suunda koos tuule kiiruse ja suunaga.
Tuul mangib olulist rolli selles, kuidas ja millal lennuk jéuab sinna, kuhu vaja, seda lahendatakse
vektorite abil, et luua kolmnurk, mille lahendamiseks kasutatakse trigonomeetriat.

e Trigonomeetria bioloogias

Uks eluslooduse iseloomulikke tunnuseid on enamiku selles toimuvate protsesside tsiiklilisus.
Taevakehade ja elusorganismide liikumise vahel on seos. Bioritmid (bioloogilised riitmid) on
suhteliselt korraparased muutused elusorganismi olemuses ja tema bioloogiliste protsesside
intensiivsuses. See on omane kdigile elusorganismidele ja vdime selliseid muutusi teha on parilik.
Seda nahtust vOib taheldada nii Uksikutes rakkudes kui ka tervetes elusorganismide
populatsioonides. Bioloogilised riitmid jagunevad okoloogilisteks (kattuvad keskkonna riitmiga)
ja fusioloogilisteks (perioodid sekundi murdosadest kuni mitme minutini). Ajaliselt véivad
bioriitmid olla hooajalised, aastased, paevased jne. Trigonomeetriliste funktsioonide abil on
vBimalik luua ka bioritmide mudel.

Merebioloogid kasutavad mootmiste madramiseks sageli trigonomeetriat. Nditeks selleks, et vilja
selgitada, kuidas valguse tase eri sligavustel mojutab vetikate fotoslinteesivdoimet.
Trigonomeetriat kasutatakse taevakehade vahelise kauguse leidmiseks. Samuti kasutavad
merebioloogid matemaatilisi mudeleid, et mdota ja mdista mereloomi ja nende kaitumist.
Merebioloogid voivad kasutada trigonomeetriat, et maarata metsloomade suurust kaugelt.

e Trigonomeetria navigatsioonis

Trigonomeetriat kasutatakse selliste suundade maaramiseks nagu pdhja, Iduna, ida ja lddne. See
Utleb teile, millist suunda tuleb kompassiga votta, et saada sirge suund. Seda kasutatakse
navigatsioonis selleks, et maarata asukoht tapselt kindlaks. Seda kasutatakse ka selleks, et leida
kalda kaugus mingist punktist merel. Seda kasutatakse ka horisondi ndagemiseks.

e Trigonomeetria videomangudes

Kujutage ette, kuidas méangija liugleb sujuvalt (ile teetdkete. Ta ei hiippa tegelikult otse piki telgeY
, vaid ta labib kergelt kdverat vGi paraboolset rada, et Uletada teel olevad takistused.
Trigonomeetria aitab tal neist takistustest lile hiipata. Mangutdostus on seotud IT ja arvutitega
ning trigonomeetria on nende inseneride jaoks sama oluline.
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9. TEEMA: Eukleidiline geomeetria
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1. Teema valiku pohjendus

Mitte-eukleidiline geomeetria (NEG) pakub alternatiivset ja labindgelikku vaatenurka
aksiomaatiliste stisteemide alustele, muutes pdhjalikult meie arusaama geomeetriast (Coxeter,
1965). Eukleidilise geomeetria stigavalt juurdunud eeldusi kahtluse alla seades avab NEG tee
matemaatilises hariduses ja laiemas teaduslikus uurimises oluliste kognitiivsete oskuste
arendamiseks. Mitte-eukleidilise geomeetriaga tegelemisel seisavad Opilased aktiivselt silmitsi
eukleidilise raamistiku piirangutega, sundides neid anallitisima kriitiliselt mitmeid mudeleid. See
protsess tugevdab nende loogilist motlemist ja kriitilist motlemist ning edendab loomingulist
probleemilahendamisoskust, mis on teaduslikuks innovatsiooniks hindamatu vaartusega (Buda,
2017; Sukestiyarno et al., 2023; Kranz et al., 2014).

Mitte-eukleidiliste ruumide uurimine on eriti rikastav, sest see paneb dpilased ja dpetajad
tegelema olukordadega, mis ei vasta tavaparasele eukleidilisele intuitsioonile, nditeks kumerate
pindade geomeetria hiiperboolilises vdi elliptilises kontekstis.

Eukleidese viies postulaat, mida sageli nimetatakse Playfairi postulaadiks, vdidab, et iga
joonel ja iga punktiA € [ jaoks on olemas Uiks ja ainult Uks selline joons, , etA € s jas on
paralleelsedl , kuid mitte-eukleidilises geomeetrias see nii ei ole. Naiteks hiperbooliline
geomeetria voimaldab I6pmatult palju paralleelseid sirgel |abiA , samas kui elliptiline geomeetria
ei vdimalda Uhtegi. Selline eukleidilisest normist kdrvalekaldumine sunnib dpilasi imber hindama,
mida tdhendab, et ruum on joon vai tasand, mis on vaimselt noudlik, kuid intellektuaalse arengu
seisukohalt uskumatult kasulik.

NEG réhutab ka aksiomaatilise lahenemise jéudu, mis on teaduse arengu aluseks olev
metoodika erinevates teadusharudes. Kui dpilased tegelevad alternatiivsete aksioomikogumite
kasutamisega ja naevad, kuidas vdikesed muutused aluspdhimdtetes annavad vaga erinevaid
matemaatilisi struktuure, saavad nad Ullevaate geomeetriast ja Opivad hindama formaalsete
meetodite rangust. Need kogemused on hindamatu vaartusega naiteks topoloogia,
diferentsiaalgeomeetria ja teoreetilise fiilisika (ruumiaja geomeetria) edasijéudnute jaoks, kus
neid meetodeid rakendatakse.

Hariduskontekstides, eriti diinaamilistes keskkondades, nagu GeoGebra, ja VR-pohistes
projektides saab NEGi visualiseerida viisil, mida traditsioonilised eukleidilised konfiguratsioonid ei
suuda jaadvustada, voimaldades tulevastel Opetajatel ja Opilastel neid keerulisi ideid
interaktiivselt uurida. Projektide kaudu, mis edendavad mudelite uurimist ja geomeetrilise
mdoistmise Uhist arendamist, saavad Opilased ndaha NEGi mitte kui abstraktset voi eriskummalist
matemaatikavaldkonda, vaid kui matemaatilise uurimise stimuleerivat ja olulist aspekti, millel on
otsene moju teaduse ja tehnoloogia valdkondadele.
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Paljude sajandite jooksul peeti eukleidilist geomeetriat "tegeliku maailma" ideaalseks
mudeliks. Viies postulaat, mida tuntakse paralleelipostulaadina, tekitas aga matemaatikute seas
vaidlusi. Kas seda tuleks pidada postulaadiks vOi teoreemiks? Selle tdestamiseks tehti arvukalt
katseid, kuid tkski neist ei olnud edukas.

Pioneeride hulgas oli Carl Friedrich Gauss, "matemaatikute virst", kes tegi olulisi uurimusi
mitte-eukleidilise geomeetria alal, kuigi ta otsustas oma tulemusi mitte avaldada (Coxeter, 1977).
Teine silmapaistev tegija oli ungari matemaatik Janos Bolyai, kes sGnastas mitte-eukleidilise
geomeetria versiooni, mida ta nimetas absoluutseks geomeetriaks (Gray, 2004). Bolyai jagas oma
avastusi oma isa Farkas Bolyai'ga, kes soovitas talle tungivalt, et ta oma to6d avaldaks.
Soltumatult ja umbes samal ajal toé6tas vene matemaatik Nikolai IvanovitS LobatSevski vilja
sarnase mitte-eukleidilise geomeetria vormi, mida ta nimetas kujuteldavaks geomeetriaks
(Bonola, 1955). Nende matemaatikute t606 naitas, et on vOimalik konstrueerida sidusaid
geomeetrilisi (aksiomaatilisi) slsteeme, vottes vidlja paralleelipostulaadi, mis viis mitte-
eukleidilise geomeetria tekkimiseni ja arenguni. Mitte-eukleidilise geomeetria avastamisel olid
kaugeleulatuvad tagajarjed, kuna see seadis kahtluse alla pikaajalise veendumuse, et eukleidiline
geomeetria on ainus kehtiv ruumikujundus, milles me elame.

3. Opitulemused

Parast selle mooduli labimist peaksid dpilased olema voimelised:

e  modista, kuidas muutuvad aksioomid vdivad viia taiesti uute geomeetriliste struktuuride
valjatéotamiseni, siivendades arusaamist matemaatiliste slisteemide olemusest;

e Arendada kriitilise motlemise oskust, vorreldes ja kdrvutades eukleidilist ja mitte-
eukleidilist geomeetriat, edendades oskust kontrollida valjakujunenud eeldusi;

o Parandada deduktiivset motlemist ainult mitte-eukleidilistes struktuurides kehtivate
toestuste ja teoreemide kaudu, vdimaldades (ha keerukamate loogilis-deduktiivsete
konstruktiivsete ahelate arendamist;

e Analiisida ja hinnata mitmeid geomeetrilisi mudeleid, mdistes igalihe tugevusi ja
piiranguid;
e  Parandada ruumilist métlemisoskust, tegeledes selliste mitteintuitiivsete mdistetega nagu

kumerad ruumid ja paralleelsed jooned, mis kdituvad erinevalt eukleidilise ruumi
omadest;

e Uhendage mitte-eukleidilised pdhimdtted tegelike rakendustega;

e Tugevdada loomingulist probleemide lahendamise oskust, lahendades keerulisi ja
tundmatuid geomeetrilisi olukordi, mis ei vasta standardsele eukleidilisele intuitsioonile.

e  Saab aru votmemodistetest edasijoudnute jaoks sellistes valdkondades nagu topoloogia,
diferentsiaalgeomeetria ja flilisika;
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e Arendada matemaatilise motlemise struktureerivat ja sisendavat joudu, tunnistades, et

erinevad eeldused voivad viia vordselt kehtivate, kuid erinevate matemaatiliste
struktuurideni;

MATH 3DGEOVR

e  Tunnistage geomeetria ajaloolist ja filosoofilist arengut, tutvuge selliste matemaatikute
nagu Gauss, Bolyai ja LobatSevski panusega NEG-i ning mdistke mitte-eukleidilise
geomeetria moju teaduslikule mdtlemisele.

Eeltingimused: eukleidilise geomeetria, sealhulgas selle aksioomide ja mdistete, nagu
paralleelsed sirgete, kolmnurkade ja nurkade summad, tundmine, kuna mitte-eukleidiline
geomeetria tugineb nendele aluspohimotetele ja on nendega vastuolus; (2) (moningane)
kogemus matemaatiliste tdestusmeetodite, sealhulgas otseste tdestuste, vastuolude tdestamise
ja induktiivse arutluse alal; (3) arusaamine koordinaatslisteemidest ja geomeetriliste objektide
algebralistest esitusviisidest, kuna neid vahendeid kasutatakse sageli hliperbooliliste ja elliptiliste
mudelite analtisimisel; (4) pohiteadmised trigonomeetrilistest funktsioonidest ja
identiteetidest.

4. Teoreetiline alus

Maaratlus 9.1. Aksiomaatiline siisteem on loogiline raamistik, mis algab postulaatide kogumiga,
st vdidetega, mida peetakse tOestamata tdoeks ja mis on ldhtepunktiks, millest saab loogiliselt
tuletada teisi vaiteid (teoreeme).

Eukleidiline geomeetria pShineb viiel pdhipostulaadil, mis on selle aluseks. Kdik stisteemi
kuuluvad teoreemid on tuletatud neist loogilise tuletamise teel. Need postulaadid on aluseks,
millele tugineb kogu eukleidilise geomeetria struktuur.

e Viis eukleidilist postulaati

1. Sirgete postulaat: On voimalik tdmmata sirgjoon labi kahe mis tahes punkti.

2. Joonte laiendamise postulaat: Iga sirgjooneline 16ik on pikendatav Idpmatult mdlemas
suunas.

3. Ringide postulaat: On voimalik joonistada ring, mille keskpunkt ja raadius on suvalised.
4. Nurkade vordsuse postulaat: Kdik taisnurgad on omavahel vordsed.

V postulaat: Kui kahele sirgele langev sirge muudab sama kiilje sisemised nurgad
vaiksemaks kui kaks tdisnurka, siis kaks sirget, kui neid |6pmatult pikendada, kohtuvad
sellel kiljel, mille nurgad on vadiksemad kui kaks taisnurka.

Keskendudes nendele viiele postulaadile, markame, et viies postulaat erineb oma olemuselt
teistest. See on keerulisem ja ei ole sama intuitiivsel tasemel kui lejaanud neli. See postulaat
lubab samavaarset (imber sGnastust, millest tulenevalt hakati viiendat postulaati nimetama
paralleelpostulaadiks, ja mille me jargnevalt vdlja toome. See on p&hjus, miks "Eukleidese viies
postulaat" ja "paralleelpostulaat" kasutatakse sageli Gksteise asemel.
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6. Paralleelne postulaat: On olemas (iks ja ainult Uiks sirge, mis on paralleelne antud sirgega
Iabi antud punkti.
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Palju, palju aastaid plitidsid matemaatikud tuletada Eukleidese viiendat postulaati neljast
esimesest, sageli lisades "ilmselge" eelduse, mis [6puks osutus vordvaarseks viienda postulaadiga.
Tahelepanuvaarsete katsete hulka kuuluvad Proklose sirgete vahemaade eeldus, Wallise teooria
sarnaste kolmnurkade kohta, Saccheri nelinurkade uurimine ning Lamberti ja Kligeli anallisid
mitte-eukleidiliste vdimaluste kohta.

19. sajandil toimus labimurre: selle asemel, et leida vastuolusid viienda postulaadi
eitamises, aktsepteerisid matemaatikud alternatiivset motteviisi, vaites, et labi antud punkti voib
antud sirgega olla paralleelselt rohkem kui iiks sirge. See motteviisi muutus viis hiiperboolse
geomeetriani, mis nditas Ullatavaid omadusi, nagu kdverjooned, mis jadvad vordsete vahedega ja
kolmnurgad, mille sisemise nurga summa on vaiksem kui 180 kraadi, ning osutus sidusaks
alternatiiviks eukleidilisele geomeetriale.

Gauss, LobatSevski ja Bolyai 10id igaliks neist uue geomeetria aksiomaatilise aluse. Gauss
otsustas siiski oma tulemusi mitte avaldada, oodates markimisvaarseid vastuolusid
akadeemilistes ringkondades. Oma isa julgustusel avaldas Janos Bolyai 1832. aastal oma t60
hiperboolilise geomeetria kohta, jargides LobatSevski varasemat publikatsiooni 1829. aastal.
Kuigi need pioneerid ei esitanud matemaatilisi tdendeid oma slisteemi jarjepidevuse kohta, jaid
nad selle sidususes ja usaldusvaarsuses kindlad.

e Hiperboolse tasandi mudelid

Jargnevalt uurime moningaid enim kasutatavaid planaarse hiperboolse geomeetria
mudeleid, tuues esile primitiivsed hiperboolsed terminid ja andes neile tdlgendusi eukleidilise
geomeetria kontekstis.

e Poincaré-ketta mudel

Tabelis 9.1 on esitatud Poincaré ketta mudel, kus on esile toodud primitiivsed hiiperboolsed
terminid ja vastav tolgendus.

Hiiperbooliline termin Suuline tdlge

Punkt Antud eukleidilise ringi sisemine punkt C
Rida Labimd0otC voi ringjoone kaar, mis on ortogonaalne C
Lennuk Interjoor C

Tabel 9.1. Poincaré-ketta mudel
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Joonis 9.1. Poincaré-ketta mudel.

Poincaré ketta mudelil on ajalooline tahtsus, kuna see oli oluline hiiperboolse geomeetria
suhtelise jarjepidevuse nditamisel vorreldes eukleidilise geomeetriaga.

Selles mudelis vastab eukleidilise nurga modt otse hiiperboolse nurga moodtele. Hiiperboolse ja
eukleidilise vahemaa vaheline seos on aga palju keerulisem. Sisuliselt ei ole hiperboolsel juhul
vahemaade skaalad Uhtlased, mis tunduvad olevat suuremad, kui nad lahenevad C piirile, mis
peegeldab hiperboolse ruumi olemust.

e Kleini mudel

Kleini mudel on vaga sarnane Poincaré ketta mudeliga, vt tabel 9.2, kasutades lihtsamalt
visualiseeritavat tdlgendust primitiivse termini joone kohta, kuid Kleini mudelis ei kattu ei nurga-
ega kaugusmootmised vastavate eukleidiliste m&6tmistega.

Hiperbooliline termin Suuline tolge

Punkt Antud eukleidilise ringi sisemine punkt C
Rida Avatud akord C
Lennuk Interjoér C

Tabel 9.2: Kleini mudel
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Joonis 9.2: Kleini mudel

o Ulemise pooltasandi mudel

Ulemise pooltasapinna mudelil, nagu ka Poincaré ketta mudelil, on suur ajalooline tihtsus
hliperboolse geomeetria arengus, Uhendades erinevaid matemaatika harusid ja kehtestades
mitte-eukleidilise geomeetria digusparasuse. Selles mudelis kujutatakse punkte punktidega, mis
asuvad kartesiaanliku tasandi lilemises pooles, ning sirgeid kujutatakse vertikaalsete kiirte ja
poolringidena, mis on ortogonaalselt piirjoone suhtes (vt tabel 9.3).

Hilperbooliline termin  Suuline tdlge
Punkt Pointin H = (x,y) € R?: y > 0.
Rida H alamhulk kujul , L vGi L, , kus
L=((xy)EH: x=a, a€Rja
Ly=(@y)eH: (x—C)?+y?=1% ceR,a€R"’
Lennuk H

Tabel 9.3: Ulemise pooltasapinna mudel
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Joonis 9.3. Ulemise pooltasandi mudel

Selles mudelis sdilivad nurgad, mida moddetakse eukleidiliste mdistete abil,
hiiperboolsete nurkadena. Kuid ka eukleidiliste ja hliperboolsete vahemaade vaheline vastavus ei
ole triviaalne. Ulemise pooltasapinna vahemaad ilmutavad skaalaefekti, mis niib olevat I§pmatult
pikenenud, kui nad lahenevad horisontaalsele piirile, mis on "I6pmatusjooneks". See pliab kinni
kauguse ebalhtlase olemuse hliperboolses ruumis, nagu ka teistes eelnevalt kasitletud
mudelites.

Oluline on tunnistada, et vaatamata erinevustele on kdik hiliperboolse geomeetria mudelid
isomorfsed.

Teoreem 9.1. Kbik hiiperboolse tasapinnalise geomeetria mudelid on isomorfsed.

Edaspidi totame Poincaré poolpinnamudeli raames.

Madratlus 9.1. Asiimptomaatiliselt paralleelsed sirgjooned (voi piirparalleelsed sirgjooned) on
sirgjooned, mis lahenevad Uiksteisele 16pmatult ldhedale, kuid ei saa kunagi ristuda, kohtudes
piiripunktis Idpmatuses. Ultraparalleelsed sirgjooned on kaks sirget, mis ei Idika liksteist ja ei ole
astimptootiliselt paralleelsed.

Eukleidilises geomeetrias on meile tuttav kahe punkti vahelise kauguse mdiste, mis on
maaratletud neid Uhendava sirge pikkusega. Kui me aga astume hiperboolse geomeetria
valdkonda, muutub see p6himdiste oluliselt. Siin arvutatakse vahemaad raamistikus, mis arvestab
hiiperboolse ruumi omadusi, mis esitavad védljakutse meie intuitsioonile.
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Hiperbooliline tasand pakub rikkalikku struktuuri, milles kaugus peab olema kooskdlas

selle postulaatidega. Selles keskkonnas, nagu me juba mainisime, vt tabel 3, ei tundu "sirge joon"
alati sirge ja "traditsioonilised mddtmisvalemid" ei sisalda hiiperboolse ruumi sisemist kdverust.

MATH 3DGEOVR

Hilperboolse kauguse kasutuselevétt véimaldab meil uurida uusi geomeetrilisi seoseid ja
intrigeerivaid tulemusi, mis erinevad eukleidilises geomeetrias teadaolevatest tulemustest.

Maaratlus 9.1. Hiiperboolne kaugusdy, hiiperboolsete punktideP jaQ vahel on antud jargmiselt,

Q
(| PAPB f PoeL P . o
| i , /
QA QB ne .0
dH(PrQ)=<
In— if P,Q EaL _
\ ‘;:-L_“"""“"‘"'""3""“‘,;‘.""
Joonis 9.4.

kusPA tahistab eukleidilist vahemaadP jaA ningln tihistab loomulikku logaritmi.

PunktideP jaQ ningP jaR vaheliste hiiperboolsete segmentide tekitatud nurk on nende
segmentide puutujaid Ghendav nurk.

[ D]

Joonis 9.5.

Nagu eespool mainitud, on llemise pooltasandi mudeli suur eelis selle konformsus.
Hiiperboolse nurga moodt on tapselt kahe kdveruse poolt moodustatud nurga eukleidiline
nurgamoot.

Eukleidilises geomeetrias on kolmnurga sisenurkade summa alati 180° , seega on defekt
alati null, kuid hiiperboolilises geomeetrias see nii ei ole.
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Teoreem 9.2. Hiiperboolilises geomeetrias on iga kolmnurga sisekérguste summa alati vdiksem
kuir radiaani (180 ).°

a—=50095° B=05483" «y=>5491°

o+ B8+~ =50.95 + 54.83° + 54.91°
= 160.69°

Joonis 9.6.

Maaratlus 9.3. Hiiperboolses geomeetrias nimetatakse asiimptootiliseks kolmnurgaks
kolmnurka, mille tks vdi mitu tippu asub piiril Idpmatuses. Kui kolmnurgal on |[6pmatuses ks,
kaks voi kolm tippu, nimetatakse seda vastavalt lihekordselt asiimptootiliseks, kahekordselt
asiimptootiliseks voi kolmekordselt asiimptootiliseks kolmnurgaks.

Teoreem 9.3. OIlgu[ABC] kolmnurkH , mille nurgaméétmed on ,af jay . Siis on[ABC] pindala
|[ABC]| =7 — (a + B + ).

Maaratlus 9.4. Kolmnurga defekt on defineeritud kui 180° ja kolmnurga sisenurkade summa
vahe.

Saccheri-nelinurk on eriline nelinurk, mida kasutatakse nii eukleidilise kui ka mitte-
eukleidilise geomeetria omaduste uurimiseks. See on nime saanud ltaalia matemaatiku Giovanni
Girolamo Saccheri jargi, kes uuris neid kujundeid pdhjalikult oma puldlustes tdestada Eukleidese
paralleelipostulaati.

Maaratlus 9.5. Saccheri-nelinurk on neljakandiline joonis (nelinurk), mille kaks vastandlikku kiilge
(mida nimetatakse jalgadeks) on vérdse pikkusega ja risti kolmanda kiljega (mida nimetatakse
aluseks). Neljandat kiilge nimetatakse tipuks ja selle pikkus ei ole Gildjuhul vérdne alusega.

Teoreem 9.4. Vorreldes eukleidilise ja hiiperboolse geomeetria kditumist véime jédreldada, et:
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Eukleidiline Hiiperbooliline
Kaks erinevat joont I6ikuvad maksimaalselt (iks punkt maksimaalselt (iks punkt
Arvestades joontm ja punkti P
on olemas tdpselt liks vdhemalt
Mitte ristuvad jooned on vordselt kaugel ei ole kunagi vordselt
kaugel
Tippkohtumise nurgad on
Saccheri nelinurkne on oigus dge
Kaks eraldiseisvat joont, mis on
risti
samale reale on paralleelselt ultraparalleelne
Kolmnurga nurga summa on vérdne 180° vdhem kui 180°
Kolmnurga pindala on séltumata selle nurga proportsionaalne defektiga
summast
Kaks kongruentset kolmnurka
vastavad nurgad on sarnane kongruentne

Tabel 9.4: Vordlustulemused - Kohandatud tabelist 2.1, [J. C] Ik 71.

Jargnevas tabelis esitame vordluse, mis on kohandatud [Judith Cedbergis] esitatud
tabelist, eukleidilise geomeetria ja hiiperboolse geomeetria vahel.

5. Rakendused igapaevaelus

Hlperboolilisel geomeetrial on Ullatavalt palju rakendusi igapaevaelus, eriti valdkondades, mis
nduavad keeruliste vdi kumerate ruumide modelleerimist.

Internetti ja muid vorke (nt sotsiaalvérgustikke) saab modelleerida hiperboolse
geomeetria abil, kus vahemaad aitavad mdista Ghenduvust ja andmete marsruutimise tdhusust,
vt [Boguna et al.]. Sisteemid, mis arvestavad Maa kdverust nagu GPS, kasutavad hliperboolse
geomeetria pohimotteid, et parandada tapsust, eriti kaugnavigatsioonis suurtes piirkondades,
[Jekeli]. Rakuvorke hdlmavates projektides pakub hiiperboolne geomeetria véimsat raamistikku
vorgu omaduste tdlgendamiseks ja optimeerimiseks, alates vastupidavusest kuni
navigeeritavuseni, pakkudes nii teoreetilist kui ka praktilist vaartust keeruliste slisteemide
mdoistmisel ja haldamisel [Fageeh et al].

Hlperbooliline geomeetria esineb teatavate arhitektuursete ehitiste ja kunstiteoste
kujundamisel. Nagu on margitud [Gawell], "hliperboolse geomeetria kasutamist arhitektuuris
voib jalgida 20. sajandi silmapaistvate inseneride, disainerite ja arhitektide, sealhulgas P. L. Nervi,
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M. Nowicki, E. Saarinen, O. Niemeyer, F. Candela, E. Torroja, t66de kaudu. Eriti huvitav on

inseneride t66, mis nditab nende otsinguid optimaalsete konstruktsioonivormide leidmiseks
hiiperboolse geomeetria abil".

MATH 3DGEOVR

Marrakechis toimunud Hyperbolic Embroidery Project (Loom Hyperbolic, 2012) oli
inspireeritud Maroko traditsioonilisest kasitoost, eriti puuvillakudumise kunstist stabiilsel
puuraamil [Dumitrascu].

Joonis 9.7.

Virtuaalreaalsuses (VR) ja madngudes avab hiperboolne geomeetria uusi loomingulisi
voimalusi, vOoimaldades arendajatel kujundada immersiivseid, mitte-eukleidilisi ruume, mis
trotsivad tavaparaseid reegleid, suurendades seotust ja uurimist. Meditsiinivaldkonnas aitab
hiiperboolne geomeetria oluliselt kaasa keeruliste pildiandmete, naiteks
magnetresonantstomograafia ja kompuutertomograafia tdlgendamisele. Kaardistades
hiiperboolselt selliseid struktuure nagu aju vaandunud pind, saavad meditsiinitootajad tdpsema
Ulevaate keerulistest anatoomilistest omadustest, parandades diagnostikat ja nende piirkondade
seisundite analtusi. Hiperboolsed mudelid aitavad optimeerida liiklusvoolu ja linnaplaneerimist,
simuleerides ja analllsides tapselt liikumismustreid suurtel, tihedalt asustatud aladel. See aitab
linnaplaneerijatel teha teadlikke otsuseid, et suurendada teedevorkude ja jalakaijate slisteemide
tohusust laialivalguvas linnakeskkonnas.

Arvutindagemises parandab hilperboolne geomeetria pildituvastust, vdimaldades
algoritmidel tolgendada ja anallilisida kumerat kuju ja mitte-eukleidilisi ruumilisi seoseid, mis on
autonoomsete siisteemide ja objektide tuvastamise rakenduste jaoks ulioluline.
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10. TEEMA: M6otmised ja moodtiuhikud astronoomias

1. Teema valiku pohjendus

Jargmised aspektid muudavad teema vaartuslikuks ja  atraktiivseks tdienduseks
bakalaureusedppele, andes (lidpilastele praktilisi teadmisi, interdistsiplinaarseid oskusi ja
siigavamat arusaamist nii ajaloolistest kui ka kaasaegsetest teaduslikest meetoditest.

e Interdistsiplinaarne 6pe

See teema lhendab geomeetria, astronoomia ja tehnoloogia, pakkudes Opilastele praktilist
arusaamist sellest, kuidas matemaatilisi moisteid rakendatakse reaalsete ndahtuste suhtes. See
katab 18he teoreetilise matemaatika ja astronoomia praktiliste rakenduste vahel, mis on
vaartuslik dpilaste jaoks, kes soovivad teha karjaari STEM-valdkondades.

e Asjakohasus kaasaegsete tehnoloogiate suhtes

Tanu tehnoloogia arengule, eriti virtuaalreaalsuse (VR) valdkonnas, saavad Opilased kokku
puutuda tipptasemel vahenditega. VR-prillide kasutamine pakub kaasahaaravat opikogemust,
aidates Opilastel visualiseerida ja suhelda astronoomiliste nahtustega, mis on muidu abstraktsed
vOoi mida on raske vahetult vaadelda. See valmistab Opilasi ette kaasaegseks andmete
visualiseerimiseks ja tehnoloogilisteks vahenditeks, mida kasutatakse laialdaselt
teadusuuringutes ja to0stuses.

e Ajalooline ja praktiline tahtsus

Geomeetria ajaloolise rolli mdistmine astronoomias aitab Opilastel hinnata teadusliku motlemise
ja meetodite arengut. Samuti annab see kindla aluse kaasaegsetele astronoomilistele
mootmistele, nditeks taevakehade vahemaade arvutamisele ja planeetide liikumise mdistmisele,
mis pdhinevad endiselt geomeetrilistel pohimotetel.

e (Oskuste arendamine

Kursus aitab Opilastel arendada probleemide lahendamise ja anallilisioskust, rakendades
geomeetrilisi meetodeid astronoomiliste probleemide lahendamiseks. Need oskused on
Ulekantavad erinevatesse valdkondadesse, nagu flilsika, inseneriteadus ja andmeteadus. Lisaks
parandab VR-vahendite kasutamine digitaalset kirjaoskust ja ruumilist mdtlemist, mis on
tanapdeva tooturul olulised padevused.

e Kutse uudishimu ja uurimise tleskutse

Astronoomia dratab loomulikult uudishimu, mis muudab teema o&pilaste jaoks huvipakkuvaks.
Kombineerides seda geomeetria ja VR-ga, saavad Opilased uurida kdegakatsutavalt ja
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interaktiivselt selliseid suuri mdisteid nagu universumi suurus, planeetide liikumine ja

taevasiindmused. See suurendab kaasatust ja motivatsiooni, edendades sligavamat huvi nii
matemaatika kui ka loodusteaduste vastu.

MATH 3DGEOVR

2. Ajalooline taust

Muistsed tsivilisatsioonid ja varajane geomeetria astronoomias. Babiiloonlased ja
egiptlased: Varajased tsivilisatsioonid, nagu babliloonlased ja egiptlased, andsid astronoomiale
aluse. Nad kasutasid taevakehade jalgimiseks lihtsaid geomeetrilisi meetodeid, mis aitasid neil
ennustada eklipsid, péoripaevad ja péoripaevad, mis olid olulised pdllumajanduse ja religioossete
rituaalide jaoks.

Kreeka astronoomia. Kreeklased aitasid kaasa geomeetria kasutamise edendamisele
astronoomilistel eesmarkidel. Miletose Thales ja Pythagoras panid aluse ning Hipparchos
rakendas geomeetrilisi pohimotteid, et luua esimesed taevakehade liikumise mudelid.

Ptolemaiose Almagest. Ptolemaios t06tas 2. sajandil pKr valja keerulise geotsentrilise
universumi mudeli, milles kasutas planeetide liikumise selgitamiseks keerulisi geomeetrilisi
konstruktsioone, sealhulgas ringe ja epitsikleid.

Islami kuldajastu. Islami astronoomid: Islami kuldajastu ajal taiustasid sellised 6petlased
nagu Al-Battani ja lbn al-Haytham geomeetria kasutamist astronoomiliste arvutuste
parandamiseks. Nad sailitasid kreeka teoseid, parandasid vaatlustehnikaid ja kasutasid
geomeetrilisi mudeleid, et ennustada taevaseid siindmusi suurema tapsusega. Renessanss ja
Koperniku revolutsioon Nikolaus Kopernik: Kopernik vaidlustas 16. sajandil geotsentrilise mudeli
oma heliotsentrilise teooriaga, kasutades planeetide tiirlemise kirjeldamiseks GUmber Paikese
geomeetriat.

Johannes Kepler. Kepleri planeetide liikkumise seadused, mis on tuletatud geomeetrilise
loogika abil, muutsid meie arusaama planeedi orbiitidest, asendades ringikujulised rajad
ellipsidega.

Galileo Galilei. Galileo kasutas teleskoopi astronoomilisteks vaatlusteks, mis tugevdas veelgi
geomeetria rolli taevaste nahtuste télgendamisel.

Kaasaegsed arengud. Isaac Newton: Newtoni liikumisseadused ja universaalne
gravitatsioon koos geomeetria ja arvutuste kasutamisega andsid tervikliku matemaatilise
raamistiku taevamehaanika mdistmiseks.

20. sajand ja lildine relatiivsusteooria. Einsteini Uldrelatiivsusteooria kasutas arenenud
geomeetriat (mitte-eukleidilist), et kirjeldada ruumi aja kumerust massiliste objektide imber, mis
muutis péhjalikult meie arusaama gravitatsioonist ja astronoomilistest ndhtustest.

See ajalooline areng toob esile, kuidas geomeetria on olnud kriitiline vahend astronoomiliste
mootmismeetodite arendamisel, luues eeldused kaasaegsetele rakendustele, nagu
virtuaalreaalsusel p&hinevad simulatsioonid.
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3. Opitulemused

See moodul ei keskendu mitte ainult Opilaste teadmiste suurendamisele geomeetria ja
astronoomia alal, vaid selle eesmark on ka arendada mitmesuguseid - tehnilisi, analtatilisi ja
interdistsiplinaarseid - oskusi, mis tulevad neile kasuks nende akadeemilises ja ametialases
karjaaris.

1.

Geomeetriliste pdhimdtete mdistmine astronoomias: Opilased mdistavad ja rakendavad
astronoomilistes mootmistes kasutatavaid geomeetrilisi pShimdisteid, nagu nurga
kaugus, parallaks, triangulatsioon ja sfaariline geomeetria. Need pShimétted on aluseks
kauguste, nurkade ja taevakehade asendite m&dtmisele, mis on nii ajaloolise kui ka
kaasaegse astronoomia jaoks kriitilise tahtsusega.

Geomeetria rakendamine reaalmaailma probleemidele: Opilasi motiveeritakse kasutama
geomeetriat praktiliste astronoomiaprobleemide lahendamiseks, naiteks taevakehade
vahemaade arvutamiseks, planeetide suuruse madramiseks ja planeetide liikumise
prognoosimiseks. See tulemus tagab, et dpilased suudavad votta teoreetilisi geomeetrilisi
pOhimotteid ja rakendada neid konkreetsetes astronoomilistes kontekstides, edendades
probleemide lahendamise oskust.

Ajalooliste ja kaasaegsete tehnikate tundmine: Opilased omandavad teadmisi nii
ajaloolistest meetoditest (nt Eratosthenese Maa mdotmine) kui ka kaasaegsetest
tehnoloogiatest (nt satelliitide abil tehtavad parallaksimdotmised) astronoomilistes
mootmistes. MoGtmismeetodite arengu moistmine nditab Opilastele teadusliku
motlemise arengut ja parandab nende arusaamist valdkonna hetkeseisust.

Tehnoloogiliste vahendite kasutamine visualiseerimiseks: Opilased oskavad tdhusalt
kasutada virtuaalreaalsuse (VR) tehnoloogiat ja muid digitaalseid vahendeid
astronoomiliste mo&otmiste geomeetriliste kujutiste visualiseerimiseks ja nendega
suhtlemiseks. See annab Opilastele vaartuslikud tehnilised oskused too6tamisel
korgtehnoloogiatega, mis muutuvad Uha olulisemaks teaduslikes uuringutes ja hariduses.

Ruumilise ja analuiitilise m&tlemise parandamine: Opilased parandavad oma ruumilist
motlemist ja anallitilist motlemist, to6tades universumi kolmemddtmeliste mudelitega
ja lahendades geomeetrilisi probleeme astronoomias. Ruumilise ja anallitilise métlemise
oskus on paljudes STEM-distsipliinides Ulioluline ning neid oskusi teravdatakse
geomeetriapdhiste astronoomiliste médtmiste kaudu.

Interdistsiplinaarsete teadmiste arendamine: Opilased mdistavad, kuidas geomeetria on
seotud teiste valdkondadega, naiteks fiilisika, astronoomia ja inseneriteadus, ning
suudavad integreerida mitme valdkonna teadmisi, et lahendada keerulisi probleeme. See
soodustab interdistsiplinaarset lahenemist Oppimisele, nadidates Opilastele, kuidas
matemaatilisi mdisteid saab rakendada erinevates teadusvaldkondades.

Kriitiline m&tlemine ja teaduslik uurimine: Opilased arendavad kriitilise mdtlemise oskust,
anallitsides astronoomiliste modtmiste andmeid ja seades kahtluse alla erinevate
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astronoomias kasutatavate geomeetriliste mudelite eeldused ja piirangud. Opilaste
julgustamine kriitiliselt motlema kasutatud meetodite (ile soodustab sligavamat
teaduslikku uurimist ja aitab neil laheneda probleemidele rangemast vaatenurgast.

Teadusliku arengu ajalooline hindamine: Opilased m&istavad matemaatikute ja
astronoomide ajaloolist panust geomeetria valdkonda ja selle rolli universumi moéistmise
edendamisel.

Pdhjendus: See soodustab teadusliku teadmise arengu ajaloolise konteksti laiemat
hindamist, rohutades avastuste pidevat olemust.

Abstraktsete moistete parem kasitlemine: VR-tehnoloogia ja geomeetriliste vahendite abil
saavad Opilased siivendada abstraktseid astronoomilisi mdisteid ja parandada oma vdimet
visualiseerida keerulisi siisteeme. Interaktiivsed vahendid muudavad abstraktsed mdisted
kattesaadavamaks ja kditvamaks, parandades Opilaste voimet sdilitada ja mdista rasket
materjali.

4. Teoreetilised alused

Eukleidiline geomeetria: PGhimdisted.

Eukleidese geomeetria pohineb kreeka matemaatiku Eukleidese postulaatidel, mis on esitatud
tema teoses "Elemendid". See uurib punktide, sirgete, nurkade, pindade ja tahkete kehade
omadausi ja seoseid kahe- vdi kolmemodtmelises ruumis.

Eukleidilise geomeetria pdhimdisted on jargmised:

1.

Punktid ja jooned:

Klassikalises eukleidilises geomeetrias on punkt primitiivne mdiste, mis on maaratletud
kui "see, millel ei ole osa". Punktil ei ole mé6otmeid, vaid ainult asukoht. Joon: Eukleidese
jargi on joon kahe punkti vaheline intervall ja ta vaitis, et seda saab I6putult pikendada
mdlemas suunas.

Kahe punkti vaheline kaugus: Kahe punkti,A(x4, y4) jaB(xg, yg) , vaheline kaugus
tasapinnal saab arvutada kauguse valemi abil:

d(A,B) = \/(xA —xp)% + (V4 — ¥B)2

Kolmemd&dtmelises ruumis arvutatakseA (x4, 4, 24) jaB(xg, Vg, Zzg) vaheline kaugus
jargmiselt

d(4,B) = \/(xA —xp)? + (ya — yp)?* + (24 — zp)%

Nurgad:
Nurk moodustub kahest kiirtest, millel on (ihine otspunkt. Kolmnurga nurkade summa on
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. KGige tavalisemad nurgad on tadisnurk (90 kraadi), teravnurk (vahem kui 90 kraadi) ja
tuim nurk (rohkem kui 90 kraadi).

MATH 3DGEOVR

Kolmnurgad ja Pythagorase teoreem: Pythagorase teoreem vdidab, et tdisnurkse
kolmnurga puhul, mille jalad ona jab ning hiipotenuusc , kehtib Pythagorase teoreem:
2 2 _ L2

a“+ b° = c~-.

See seos on vahemaade arvutamisel ja tdisnurksete kolmnurkadega to6tamisel vaga
oluline.

4. Perimeter ja pindala:

Polligooni imbermd6tP on selle kiilgede pikkuste summa. Ristkiiliku puhul, mille pikkus
onl ja laius :w

P =20+ 2w.
Polligooni pindala on selle Gmbritsetud ruumi suurus. Ristkiliku puhul:
A=1Xw.

Kolmnurga puhul, mille alus onb ja kdrgus :h
A= ! bxh
=5 .

Ringid: Ring on kdigi punktide kogum tasandis, mis on vordse kaugusega antud punktist
(keskpunktist).
Ringi raadiusegar imbermootC on:

C = 2mr.

Ringi pindala on:

A = nr?

e Eukleidilise geomeetria peamised pdhimotted

Eukleidilise geomeetria pohiprintsiibideks on jargmised postulaadid:
1. Esimene postulaat: Kaks mis tahes punkti ihendab sirgjooneline 15ik.
2. Teine postulaat: Loplik sirgjoon on pikendatav [dpmatult.
3. Kolmas postulaat: Ringi saab joonistada mis tahes keskpunktiga ja raadiusega.
4

Neljas postulaat: Kdik tdisnurgad on kongruentsed.
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sisemiste nurkade summa on vaiksem kui kaks tdisnurka, siis peavad need kaks joont
paratamatult Idikama teineteist sellel kiiljel, kui neid piisavalt kaugele pikendada.

MATH 3DGEOVR

Eukleidiline geomeetria on olnud ajalooliselt oluline astronoomia valdkonnas, eriti lihtsate
astronoomiliste mootmiste tegemiseks. Kaks pohilist rakendust on kauguste arvutamine
parallaksi abil ja taevakehade kdrguse madaramine horisondist kdrgemal.

e Sfaariline geomeetria

Kirjeldus: Sfaariline geomeetria kasitleb punktide, joonte ja nurkade omadusi ja seoseid kera
pinnal, mis on oluline taevasfaari ja Maa kumeruse modelleerimiseks. Erinevalt eukleidilisest
geomeetriast on lUihim tee kahe sfaari punkti vahel suurringi kaar, mitte sirgjoon.

Matemaatikas on sfaariline koordinaatstisteem kolmemddtmelise ruumi koordinaatslisteem, kus
antud punkti asukoht ruumis on maaratud kolme reaalarvuga: radiaalkaugusr piki punkti ja
alguspunkti Ghendavat radiaaljoont; polaarnurkf radiaaljoone ja antud polaartelje vahel; ja
asimuudinurke kui radiaaljoone poédrdenurk Umber polaartelje. Kui raadius on fikseeritud,
annavad need kolm koordinaati(r, 8, ¢) , mida nimetatakse 3-tupliks, koordinaatstisteemi sfaaril,
mida tavaliselt nimetatakse sfaarilisteks polaarkoordinaatideks. Tasandit, mis labib alguspunkti ja
on risti polaarteljega (kus polaarnurk on tdisnurk), nimetatakse vordlustasandiks (mdonikord ka
pohitasandiks).

Z
< (1,0,0)
r. o

0. :

e |

=z : y
P

x .
Joonis 10.1.

Sfaarilise koordinaatslisteemi madaratlemiseks tuleb madrata alguspunkt ruumisO ja kaks
ortogonaalset suunda: nullpunkti ja asimuudi vordlussuund. Need valikud maaravad
vordlustasandi, mis tavaliselt madratletakse nii, et see sisaldab lahtepunkti ningx - jay -telge,
millest kumbki v&ib olla madratud asimuudi vordlussuunaks. Vordlustasand on risti
(ortogonaalne) zeniidi suunaga ja tavaliselt on see madaaratud horisontaalselt zeniidi suuna
vertikaali suhtes. PunktiP sfaarilised koordinaadid on siis maaratletud jargmiselt:

e  Raadius voi radiaalkaugus on eukleidiline kaugus alguspunktistO kuni .P
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e  Kalle (v6i polaarnurk) on nullpunkti viitesuuna ja sirgldigu[OP] vaheline nurk.
(Polaarnurgana voib kasutada kallutatuse asemel ka kdrgust.)

MATH 3DGEOVR

e Asimuut (vdi asimuudinurk) on asimuudi vérdlussuuna ja radiaaljoonisldigu[OP]
ortogonaalprojektsiooni vahel vordlustasapinnal mdédetud nurk.

Asimuudi mark maaratakse kindlaks, maarates p6drlemise, mis on positiivses mottes podrlemine
Umber zeniidi. See valik on suvaline ja kuulub koordinaatsiisteemi maaratluse juurde. (Kui kalle
on kas null v6i180° (= m radiaanid), on asimuut suvaline. Kui raadius on null, on nii asimuut kui
ka kalle suvaline).

Kdrgus on vérdlustasandi xOy ja radiaaljoonte 16igu[OP] vaheline nurk, kus positiivsed
nurgad tadhistatakse Ulespoole, sentiidi suunas. Elevatsioon on90° =§ radiaan miinus kalle.

Seega, kui kalle on60° = g radiaan, siis on kdrgus30° = % radiaan.

Lineaaralgebras nimetatakse sageli alguspunktistO punktiniP kulgevat vektorit
asukohavektoriks. P

Iga sfaariline koordinaattriplet (v&i tupel)(r, 8, @) maarab Gihe punkti kolmemddtmelises
ruumis. Tagurpidi vaadatuna on igal Uksikul punktil I6pmatult palju samavaarseid sfaarilisi
koordinaate. See tahendab, et kasutaja voib lisada vdi lahutada nurgamddtudele suvalise arvu
taisnurki, ilma et ta muudaks nurki ise ja seega ilma punkti muutmata. Paljudes kontekstides on
mugav kasutada negatiivseid radiaalkaugusi, milleks on kokkuleppeliselt (—7,8,¢) , mis on
vordvaarne (7,0 +180°¢) voi (r,90° — 6, p + +180°) mis tahes 1,0, ja ¢. Lisaks sellele on
(r,—6, @) samavaarne(r, 0, p +180°).

Kui on vaja maaratleda iga punkti jaoks unikaalne sfaariliste koordinaatide kogum, peab
kasutaja piirama iga koordinaadi vahemikku ehk intervalli. Tavaline valik on: radiaalkaugus:
r = 0; polaarnurk: 0° < 6 <180°,voi0rad <6 < mrad ,jaasimuut: 0° < ¢ < 360°,vdi.0 rad
< ¢ < 2mrad

Kuid intervalli[0°,360°) asemel piirdub asiuutep tavaliselt pooleldi avatud
intervalliga(—180°,+180°]  v&i(—m, +m] radiaani, mis on  geograafilise  pikkuse
standardkonventsioon.

Polaarnurga® puhul on kallakute vahemik (intervall) [0°,180°], mis on samavaarne kérguse
vahemikuga (intervall) [-90°,4+90°]. Geograafias on laius merepinnast kdrgus merepinnast.

Isegi nende piirangute korral, kui polaarnurk (kalle) on 0° v&i 180°, kdrgus on —90° vdi
+90°, siis on asimuutnurk suvaline; ja kuir = 0, siis on nii asimuut- kui ka polaarnurk suvaline.
Koordinaatide maéaratlemiseks unikaalsetena véib kasutaja kehtestada konventsiooni, et (nendel
juhtudel) suvalised koordinaadid seatakse nulliks.

Nii nagu kahem&otmeline kartesiaanlik koordinaatsiisteem on kasulik - sellel on lai
rakenduste kogum - tasapinnal, on kahemd&otmeline sfaariline koordinaatsiisteem kasulik kera
pinnal. Naiteks Uhte sfdari, mida kirjeldatakse kartesiaanlikes koordinaatides vorrandiga
x%+y? +2z? =c? koos mdnec >0, , saab sfaarilistes koordinaatides kirjeldada lihtsa
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vorrandigar = c . (Selles sisteemis kohandatakse sfaari kui Ghiksfaari, mille raadius on maaratud

Uhikuks ja mida voib seejarel Uldiselt ignoreerida).

See (Uihiksfaari) lihtsustamine on kasulik ka selliste objektide nagu péérlemismatriitside
kasitlemisel. Sfaarilised koordinaadid on kasulikud ka selliste stisteemide analtiGisimisel, millel on
teatav simmeetria punkti mber, sealhulgas: ruumalaintegraalid kera sees; potentsiaalne
energiavali kontsentreeritud massi voi laengu Umber; vdi globaalne ilmasimulatsioon planeedi

atmosfaaris.

Punkti sfaarilised koordinaadid 1SO-konventsioonis (st fllsika jaoks: raadiusr , kalle@ ,

MATH 3DGEOVR

asimuutg ) saab selle kartesiaankoordinaatidest(x, y, z) valemite abil:

r= /x2+y%+ 22

z z
6 = arccos = arccos— =
Jx? +y? +z2 r
( [%x2 + y2
arctanTy ifz>0
VX2 +y? o
<n+arctanT ifz<O0
s
+§ ifz=0andyx2+y2+0
\ undefined fx=y=z=0
(arctan% ifx>0
arctan£+n ifx<0andy =0
X arctanz—n ifx<0O0andy <0
@ = sgn(y)arccos ———+ x
x> +y?| m )
+E ifx<0andy >0
T
—3 ifx=0andy <0
\ undefined ifx=0andy =0

Seevastu kartesiaalseid koordinaate voib saada sfaarilistest koordinaatidest (raadiusr ,

kaldenurk@ , asimuutg ), kus ,» > 06 € [0, 7] jap € [0,27) on jargmised.

x = rsinfcosg,
y = rsinfsing,

Z = rcosf.
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e Kauguse arvutamine
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Sfaarilistes koordinaatides on kahe punkti (7,8, ) ja (r',8', ¢") vaheline kaugus:

D= Jrz + r* — 2rr'(sin@sin@’cos(¢p — ¢’) + cosfcosf’).

Taotlus: Seda kasutatakse téahtede vahelise nurkauguse maaramiseks, planeetide lilkumise
modelleerimiseks ja selliste mdistete nagu deklinatsioon ja dige tdus, mdistmiseks, mis on olulised
taevase navigatsiooni ja positsioneerimise jaoks.

e Parallax

Parallaks on objekti nailine nihkumine, kui seda vaadeldakse kahest erinevast vaatepunktist.
Astronoomias kasutatakse seda ldhedal asuvate taevakehade, naditeks tahtede, kauguse
mootmiseks, vaadeldes neid kahest kohast Maal v6i Maa orbiidi eri aegadest. Parallaks on
pohiline meetod ldhedalasuvate tahtede ja planeetide kauguse mdotmisel, kasutades lihtsaid
geomeetrilisi seoseid Maa liikkumise ja taevakehade niilise nihke vahel.

Oletame, et vaatleme tdhte kahest erinevast asukohast Maa orbiidil (kuue kuu vahega) ja
moddame nurgaf , mis on parallaksi nurk. Kasutades Eukleidese geomeetria aluspdhimdtteid,
saame moodustada taisnurkse kolmnurga, kus:

e D on Maa jatahe vaheline kaugus,

e d onladhtejoon (kaugus kahe vaatluspunkti vahel, tavaliselt Maa tiirlemise 1abimoot
Umber Paikese) ja

e @ on parallaksi nurk.

Vaikeste nurkade puhul on parallakskauguse valem antud jargmiselt:
D d
~ 2tan(0)’

e Lunar Parallax

Esimene parallaks maarati Kuu, mis on kaugelt Iahim taevakeha. Kreeka astronoom Hipparchos
(150 eKr.) maaras Kuu parallaksiks58’ , mis oli umbes 59-kordne Maa ekvaatorraadius, vorreldes
tdnapdevase vaartusega57'02.6" , s.t. keskmine vaartus on 60,2 korda. Kuu parallaks maaratakse
otse kahest kohast, naiteks G, Greenwich, Inglismaa, ja C, Hea Lootuse neem, Louna-Aafrika, mis
asuvad peaaegu samal meridiaanil, tehtud vaatluste pdhjal. Taheldatakse kahte nurka,z; jaz, ,
ning muud andmed saadakse vaatluskohtade laiuskraadidest ja Maa teadaolevast suurusest ja
kujust. Praktikas vaadeldakse ka Kuu ldhedal asuvaid tahti, et korvaldada murdumis- ja
mdooteriistade vead.
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Joonis 10.2. Parallaksi m&dtmine punktidest G ja C tehtud vaatlustega.

Maa ja Kuu vahelise kauguse mddtmine radariga ja laseriga on andnud hiljutise Kuu parallaksi
vaartuse. Radar- ja laserkauguste eeliseks on see, et need on otsene kauguse modtmine, kuigi
kaugusi mdéjutavad Kuu pinnatopograafia erinevused ja need eeldavad eeldusi Kuu raadiuse ja
massikeskme kohta. Rahvusvaheline Astronoomialiit vottis 1964. aastal Kuu parallaksi
vaartuseks57'02.608" , mis vastab keskmisele kaugusele 384 400 km (238 900 miili).

e Paikeseparallaks

P6hiline meetod, mida kasutatakse Paikese parallaksi mdaramiseks, on trigonomeetrilise
parallaksi madramine. Vastavalt gravitatsiooniseadusele on teada planeetide suhteline kaugus
Paikesest ja pikkuse Gihikuks voib votta Paikese kauguse Maast. Iga planeedi kauguse voi parallaksi
moodtmine maarab selle Gihiku vaartuse. Mida vaiksem on planeedi kaugus Maast, seda suuremad
on moddetavad parallaktilised nihked ja vastavalt suureneb maaratud parallaksi tapsus. Seetdttu
on kdige soodsamad tingimused Maa lahedale Idhenevate planeetide vaatlemisel opositsiooni
ajal. Maaramine vdib pdhineda kas samaaegsetel vOi peaaegu samaaegsetel vaatlustel Maa
pinnal kahest erinevast kohast vOi parast pdikeseloojangut ja enne padikesetdusu samas kohas
tehtud vaatlustel, kui Maa pdorlemisest tingitud vaatluskoha nihkumine annab md&dtmiste
alusjoone.

Esimene suhteliselt tapne Paikese parallaksi madramine tehti 1672. aastal Marsi vaatluste pdhjal
Cayenne'is, Prantsuse Guajaanas ja Pariisis, millest saadi vaartus9.5" .

Paikeseparallaksi kindlakstegemiseks kasutatakse ka valguse kiirusest soltuvaid meetodeid.
Valguse kiiruse vaartus on maaratud vaga tdpselt ja seda voib kasutada mitmel erineval viisil.
Otsene meetod on vastupidine Taani astronoomi Ole Rgmeri menetlusele valguse kiiruse
avastamisel, st kasutada valguse vorrandit ehk aega, mis kulub valguse joudmiseks Jupiteri
erinevatel kaugustel, kuid suurt tapsust on sel viisil vaevalt voimalik saavutada. Teine meetod on
aberratsioonikonstantsi kasutamine, mis annab Maa kiiruse suhte tema orbiidil ja valguse kiiruse
vahel. Kuna aberratsioon tekitab koikide tdhtede positsioonides iga-aastase
amplituuditermine20.496" , on selle suurust maaratud mitmel viisil. Greenwichis aastatel 1911-
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1936 tehtud vaatlused andsid vaartuse20.489" + 0.003"” , mis viib Paikese parallaksi
vaartusele8.797" + 0.013" . See meetod ei ole vaba sistemaatilise vea kahtlusest.

Maale lahenevate vOi Maast eemalduvate tahtede kiirused maaratakse spektroskoopiliste
vaatluste pohjal. Valides ajad, mil Maa orbiidi liikumine viib teda tdhe suunas voi sellest eemal,
saavad astronoomid matemaatiliselt maarata Maa kiiruse tema orbiidil. Sel viisil leiti Hea Lootuse
neeme vaatluste pdhjal, et Pdikese parallaks on .8.802" + 0.004"

Maa ja Veenuse vahelise kauguse radariga mootmine on andnud parima vdimaluse Pdikese
parallaksi maaramiseks. Mootes radariimpulsi lennuaega Veenusele, on vdimalik saada kahe
planeedi vaheline kaugus, mis véimaldab maarata Maa ja Pdikese vahelise Ghikukauguse.

Astronoomilise tihiku praegune vaartus on 149 597 871 km (92 955 807 miili). Peamised piirangud
radari kasutamisel astronoomilise ihiku mddtmisel on sdltuvus planeedi orbiitide tundmisest,
valguse kiiruse vaartuse maaramatus ja voimalus, et elektromagnetilised mdjud Maa-Veenuse
plasmas aeglustavad radariimpulssi.

e Tahtede parallaks

Tahed on liiga kaugel, et nende asukoha erinevus oleks kahest kohast Maa pinnal tajutav, kuid
kuna Maa tiirleb Pdikesest 149 600 000 km kaugusel, on tdhed aasta jooksul ndha vadga erinevatest
vaatepunktidest. Seda moju nende positsioonidele nimetatakse aastaparallaksiks, mis on
maaratletud kui erinevus tdahe positsioonis Maalt ja Paikeselt vaadatuna. Selle suurus ja suund
varieerub séltuvalt aastaajast ning selle maksimum on% , kusa on Maa orbiidi raadius jar tahe
kaugus. See suurus on vdga vidike ja ei saavuta kunagi 1/206,265 radiaanides voil”
kuuekiimnendmdddustikus.

orbit of Earth

Joonis 10.3. Tahtede parallaks

Saksa astronoom Friedrich Wilhelm Bessel moGtis 1838. aastal esimesena tahtede parallaksit,
kasutades selleks saksa flilisiku Joseph von Fraunhoferi konstrueeritud heliomeetrit. Valides 61
Cygni, mis on palja silmaga vaevu nahtav tdht ja mille kiirus taevas on teatavasti suhteliselt suur,
nditas Bessel 1838. aastal, et parast kiiruse korrigeerimist liikus taht ilmselt igal aastal ellipsis.
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See edasi-tagasi liikkumine oli aastane parallaks. Astronoomid olid juba sajandeid teadnud, et
selline efekt peab toimuma, kuid Bessel oli esimene, kes seda tapselt naitas. Besseli parallaks
umbes Uhe kolmandiku kaaresekundi ulatuses vastab umbes 10,3 valgusaasta kaugusele Maast
kuni 61 Cygni, kuigi Bessel ei vdljendanud seda nii. (Léhim teadaolev tdht on 4,3 valgusaasta
kaugusel asuv Alpha Centauri, mille parallaks on umbes0.75" .)

Kepleri planeetide liikumise seadused

Astronoomias kirjeldavad planeetide tiirlemist Umber Paikese Johannes Kepleri poolt 1609. aastal
ilma kolmanda seaduseta ja 1619. aastal tadielikult avaldatud Kepleri seadused planeetide
tiirlemist imber Pdikese. Need seadused asendasid Nikolaus Koperniku heliotsentrilise teooria
ringikujulised orbiidid ja epitsuiklid elliptiliste orbiitidega ning selgitasid, kuidas planeedi kiirused
muutuvad. Kepleri kolm seadust kirjeldavad planeetide liikumist Umber Padikese, kasutades
geomeetrilisi pohimotteid.

Seadused selgitavad, kuidas planeedid Iabivad elliptilisi orbiite, kuidas nad labivad vérdseid alasid
vordse aja jooksul ning kuidas on seotud planeedi orbiidiperiood ja tema kaugus Paikesest. Need
kolm seadust sdtestavad, et:

1.

Kepleri esimene seadus: ellipsiseaduse seadus. Iga planeedi orbiit imber Paikese on
ellips. Pdikese keskpunkt asub alati orbiidi ellipsi ihes fookuses. Pdike asub (ihes fookuses.
Planeet jargib oma orbiidil ellipsi, mis tahendab, et planeedi ja Pdikese vaheline kaugus
muutub pidevalt, kui planeet liigub imber oma orbiidi]. Kepleri esimene seadus: iga
planeedi orbiit imber Pdikese on ellips. Paikese keskpunkt asub alati orbiidi ellipsi Ghes
fookuses. Padike on Uhes fookuses. Planeet jargib oma orbiidil ellipsi, mis tahendab, et
planeedi ja Pdikese vaheline kaugus muutub pidevalt, kui planeet liigub Umber oma
orbiidi.

Kepleri teine seadus: vordsete pindalade seadus. Planeedi ja Pdikese vaheline kujuteldav
joon labib planeedi tiirlemise ajal vordsete ajavahemike jooksul vordseid pindalasid.
P6himdotteliselt tahendab see, et planeedid ei liigu piki oma orbiiti konstantse kiirusega.
Pigem varieerub nende kiirus nii, et Paikese ja planeedi keskpunkte Ghendav joon plihib
vOrdsete aegade jooksul vordseid pindalaosasid. Planeedi ldhimat lahenemispunkti
Paikesele nimetatakse periheeliks. Suurima kauguse punkt on aphelion, seega Kepleri
teise seaduse kohaselt liigub planeet kdige kiiremini, kui ta on perihelionis, ja kdige
aeglasemalt aphelionis.

Kepleri kolmas seadus: harmooniline seadus. Planeetide orbitaalperioodide ruudud on
otseselt proportsionaalsed nende orbiitide poolsuurtelje kuubikutega. Kepleri kolmas
seadus tdhendab, et planeedi tiirlemisaeg imber Pdikese suureneb kiiresti koos tema
orbiidi raadiusega. Nii leiame, et Merkuuril, kdige sisemisel planeedil, kulub Paikese
Umber tiirlemiseks vaid 88 paeva. Maal kulub selleks 365 paeva, Saturnil aga 10 759 paeva.
Kuigi Kepler ei teadnud gravitatsioonist, kui ta oma kolm seadust valja motles, aitasid need
kaasa Isaac Newtoni universaalse gravitatsiooniteooria tuletamisele, mis seletab Kepleri
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kolmanda seaduse taga peituvat tundmatut jdudu. Kepler ja tema teooriad olid otsustava

tahtsusega meie padikeseslisteemi diinaamika paremaks mdistmiseks ja hippelauaks
uuematele teooriatele, mis ldhendavad tapsemalt meie planeetide orbiite.

MATH 3DGEOVR

Planeetide elliptiliste orbiitide kohta tehti arvutused Marsi orbiidi kohta. Sellest jareldas Kepler,
et ka teistel Paikeseslisteemi kehadel, sealhulgas Paikesest kaugemal asuvatel kehadel, on
elliptilised orbiidid. Teine seadus satestab, et kui planeet on Paikesele [ahemal, liigub ta kiiremini.
Kolmas seadus viljendab, et mida kaugemal on planeet Paikesest, seda pikem on tema
tiirlemisperiood.

Isaac Newton nditas 1687. aastal, et Kepleri omadest liikkumisseadustest ja universaalse
gravitatsiooni seadusest tulenevalt kehtivad Pdikesestisteemis sellised seosed nagu Kepleri omad.

Kepleri seaduste kasulikkus laieneb nii looduslike kui ka kunstlike satelliitide liikumisele, samuti
taheslsteemidele ja ekstrapolaarsetele planeetidele. Kepleri poolt sdnastatud seadused ei vota
muidugi arvesse erinevate planeetide gravitatsioonilisi vastastikmdjusid (kui hairivaid md&jusid).
Enam kui kahe keha liikumise tapne prognoosimine nende vastastikuste tdmbetulemuste mojul
on usna keeruline; kolme keha probleemi anallitilised lahendused on vdimatu, valja arvatud
monedel erijuhtudel. V&ib markida, et Kepleri seadused ei kehti mitte ainult
gravitatsioonijdudude, vaid ka kdigi teiste pddrdvdrdeliste jdudude kohta ning, kui vdtta arvesse
relativistlikke ja kvantmdjusid, ka aatomi elektromagnetiliste jdudude kohta.

Taotlus: Need seadused aitavad dpilastel mdista, kuidas geomeetriat kasutatakse planeetide
orbiitide ennustamiseks, nende asukoha arvutamiseks igal ajal ja Paikeseslisteemi geomeetrilise
Ulesehituse maistmiseks.

e Taevasfaari mudel

Vaadates taevasse ja vaadates Padikest, Kuud ja tahti, on lihtne arvata, et me oleme universumi
keskpunktis, et kdik keerleb meie vaikese maailma Uimber. Toepoolest, nii arvas enamik inimesi
Iabi inimkonna ajaloo, et asjad on nii. Nad pidasid Maad kdigi asjade keskuseks. Kogu loodu
keskmeks olemine tegi Maast erilise koha. Paike, Kuu ja viis teadaolevat planeeti poorlevad imber
Maa. Kusagil Saturni taga oli taevas vOi taevas, kus asusid tdhed. Mdéned inimesed néagid
taevalaotust kui sOna otseses mottes kupplit voi kera, kus tahed rippusid. Nad pidasid seda
taevasfaari reaalseks, flusiliseks struktuuriks ja kéik tahed olid Maast enam-vahem sama kaugel.

Loomulikult teame tanapaeval, et fllsilist taevasfaari ei ole olemas ja et tahed on meist palju
kaugemal, kui vanasti arvati. Tegelikult ei ole nad kdik meist vordselt kaugel. Tahed, mis tunduvad
taevas Uksteisele ldahedal olevat, vdivad tegelikult olla sadade vdi tuhandete valgusaastate
kaugusel, kui me vaatleme neid kolmemddtmeliselt. Nad tunduvad olevat lahestikku ainult
seetGttu, et nad on meie vaatevaljast umbes samal vaatevailjal. MGelge optilisele illusioonile, mis
laseb kahel objektil tunduda ldhedalt, kuigi nad on tegelikult (iksteisest kaugel.
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Taevasfaar on kujuteldav sfaar, mille keskmes on Maa, millele projitseeritakse kdik taevakehad.
Taevasfaari geomeetria mdistmine on oluline tdahtede ja planeetide asukoha maaramiseks,
kasutades selliseid koordinaate nagu deklinatsioon ja dige tdus.

MATH 3DGEOVR

Horisontaalne koordinaatsiisteem on taevane koordinaatsiisteem, mis kasutab vaatleja kohalikku
horisonti kui pohitasandit, et maaratleda kaks sfaarilise koordinaatslisteemi nurka: korgus ja
asimuut. Seetdttu nimetatakse horisontaalset koordinaatsiisteemi monikord muu hulgas ka az/el-
stisteemiks, alt/az-slisteemiks vO&i  alt-azimuut-susteemiks. Teleskoobi altazimuudiga
monteeringus jargivad instrumendi kaks telgjoont kérgust ja asimuuti.

Taevaskoordinaatide stisteem jagab taeva kaheks poolkera: ilemine poolkera, kus objektid on
horisondi kohal ja on nahtavad, ja alumine poolkera, kus objektid on horisondi all ja neid ei ole
vBimalik ndha, kuna Maa takistab nende vaatamist.[a] Poolkera eraldavat suurringi nimetatakse
taevahorisondiks, mis on maaratletud kui taevasfaari suurring, mille tasand on normaalne
kohaliku gravitatsioonivektoriga. Praktikas vOib horisonti defineerida kui tasandit, mis puutub
kokku vaikse, vedeliku pinnaga, niiteks elavhdbeda basseiniga. Ulemise poolkera poolust
nimetatakse zeniidiks. Alumise poolkera poolust nimetatakse nadiiriks.
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Joonis 10.2. Taevasfaar

Jargnevalt on esitatud kaks s6ltumatut horisontaalset nurgakoordinaati:

K&rgus (alt.), mida mdnikord nimetatakse ka kdrguseks (el.) voi ndivaks kdrguseks, on nurk objekti
ja vaatleja kohaliku horisondi vahel. Nahtavate objektide puhul on see nurk vahemikus ja Asimuut

(az.) on objekti nurk imber horisondi, mida tavaliselt mdddetakse pdhja suunas ja mis suureneb
ida suunas.

Horisontaalset koordinaatslisteemi ei tohi segi ajada topotsentrilise koordinaatsiisteemiga.
Horisontaalkoordinaadid maaravad vaatleja orientatsiooni, kuid mitte alguspunkti asukohta,

samas kui topotsentrilised koordinaadid maaravad alguspunkti asukoha Maa pinnal, erinevalt
geotsentrilisest taevaslisteemist.
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Taotlus: See mudel aitab kirjeldada, kuidas tahtede asendid muutuvad 66 ja aasta jooksul, ning

on oluline, et mdista tadhistaevade, navigatsiooni ja astronoomiliste vaatluste aluseks olevaid
geomeetrilisi pohimotteid.

MATH 3DGEOVR

Need tdiendavad alused tdiendavad teemat, tutvustades taevakehade positsioneerimise ja
asukoha maaramise slisteeme ning peamisi geomeetrilisi seadusi, mis on olulised valguse ja
teekonna kditumise mdistmiseks sfaarilistel pindadel, mis molemad on astronoomilistes
mootmistes kriitilise tadhtsusega. Need teoreetilised alused annavad matemaatilise ja
geomeetrilise raamistiku, mis on vajalik astronoomiliste mddtmiste md&istmiseks ja teostamiseks,
alates kreeklaste poolt vilja tootatud klassikalistest meetoditest kuni kaasaegsete relativistlike
parandusteni taevamehaanikas.

e Astronoomia Opetamise metoodika VR-i abil

Eukleidilise geomeetria dppimine VR-prillidega voib pakkuda transformatiivset, kaasahaaravat
Opikogemust, mis voimaldab Gpilastel suhelda geomeetriliste kujundite ja mdistetega viisil, mis
laheb kaugemale traditsioonilistest 2D-diagrammidest ja tahvli kujutistest. Siin on kirjeldatud,
kuidas saab eukleidilise geomeetria erinevaid aspekte uurida ja taiustada VR-i abil:

1. 3D-kujude visualiseerimine ja nendega suhtlemine Geomeetriliste tahkete kehade
uurimine:

VR-is saavad Opilased manipuleerida ja uurida geomeetriliste kehade, naiteks kuubikute,
kerade, puramiidide ja prismade 3D-versioone. Nad saavad neid vaadelda erinevate
nurkade alt, podrata neid ja isegi "kondida" Umber kujundite, et nende omadusi
siigavamalt mdista. VR vdGimaldab oOpilastel tiikeldada tahkeid kehasid, paljastades
ristloikeid, et paremini mdista 2D-kujude ja 3D-objektide vahelisi seoseid, naiteks kuidas
koonuse Idikamine voib tekitada ringe, ellipse voi parabooli. Interaktiivsed tdestused:

Selle asemel, et lihtsalt tGestusi paberile joonistada, saavad Opilased kasutada VR-i, et
interaktiivselt tdestusi konstrueerida. Naiteks voib Pythagorase teoreemi tdestamist teha,
manipuleerides tdisnurksete kolmnurkade kiilgede ruutudega ja fuisiliselt "Gmber
paigutades" neid viisil, mis nditab pindalade vahelist seost. Interaktiivsete teisenduste,
nditeks poorete, translatsioonide ja peegelduste abil saavad Opilased otseselt
manipuleerida arvudega, et mdista kongruentsust, sarnasust ja simmeetriat.

2. Eukleidese postulaatide uurimine 3D-s:

VR-is saavad Opilased joonistada otse sirge kahe suvalise punkti vahel 3D-ruumis, uurides
sirgjoone moistet mitte ainult tasapinnal, vaid ka laiemas 3D-keskkonnas.

Joontega suheldes saavad Opilased reaalajas ndha joone pikendusi, mdistes, kuidas jooned
kaituvad eukleidilises ruumis ja kuidas see postulaat toimib nii 2D- kui ka 3D-keskkonnas.
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Opilased saavad hélpsasti joonistada ringe, valides suvalise keskpunkti ja raadiuse,
seejarel vaadata neid erinevate nurkade alt ja isegi vaadelda neid kui kerade v6i muude
tahkete kehade ristlGikeid, tugevdades nende arusaamist ringikujulisest simmeetriast.

Paralleelpostulaat (kui on antud sirge ja punkt, mis ei asu sellel sirgel, saab labi selle punkti
joonistada ainult ihe antud sirgega paralleelse sirge):

MATH 3DGEOVR

VR saab visuaalselt demonstreerida paralleelseid jooni nii kahemddtmelistes
tasapindades kui ka kolmemddtmelises ruumis, ndidates, et paralleelsed jooned ei kohtu,
Ukskoik kui kaugele neid ka ei pikendata, ning dpilased saavad seda mdistet ise joonte abil
uurida.

3. Nurga ja kauguse seoste moistmine Nurkade mootmine:

Opilased saavad kasutada virtuaalseid vahendeid, et md&ta nurkasid I8ikuvate joonte,
hulknurkade vdi tahkete objektide vahel, saades selget ettekujutust sellest, kuidas nurgad
3D-ruumis toimivad. Nad saavad suhelda diinaamiliste nurkade manipuleerimisega, mis
voimaldab neil kohandada nurki ja kohe jalgida, kuidas muud geomeetrilised omadused
selle tulemusel muutuvad (nditeks naha, kuidas kolmnurga sisemiste nurkade summa on
alati 180 kraadi, isegi kui kolmnurga kuju muutub). Kauguse ja pindala arvutused: VR-
keskkonnad voivad pakkuda interaktiivseid vahendeid , et mddta punktide vahelisi voi
kéverate vahelisi vahemaid, tugevdades sirgete ja vahemaade mdistet. Opilased saavad
ka pindala ja ruumala arvutada, valides hulknurkade ja hulktahvlite pindalasid, mis
voimaldab praktiliselt omandada pindala ja ruumala valemeid.

4. Transformatsioonid ja siimmeetria Translatsioonid, péorded ja peegeldused:

VR vdimaldab hdlpsasti objekte ruumis teisendada, poorata ja peegeldada. Nditeks saavad
Opilased liigutada kolmnurka (le tasandi voi poorata kuubikut ruumis, et uurida nende
teisenduste moju erinevatele geomeetrilistele omadustele (nditeks kongruentsusele voi
simmeetriale). Samuti saavad nad uurida siimmeetriat, vaadeldes peegeldusi erinevates
tasandites, ja moista, kuidas simmeetriarihmad toimivad, suheldes selliste objektidega
nagu korraparased hulktahukad (nt platoonilised tahked kehad). Tessellatsioonid ja
plaadid:

Opilased saavad luua tessellatsioone, kordades hulknurki ruumis, aidates neil mdista
perioodilisi mustreid ja seda, kuidas korraparased hulknurki vivad tasandit katta. Nad
saavad neid vaadata eri vaatenurkadest, tugevdades ruumilist visualiseerimist.

5. Diinaamiline konstrueerimine ja katsetamine Geomeetriliste kujundite
konstrueerimine:

VR-vahendeid kasutades saavad Opilased konstrueerida pohilisi geomeetrilisi kujundeid,
nagu kolmnurgad, nelinurgad, ringid ja hulknurgad nii 2D- kui ka 3D-ruumis. Nad saavad
neid konstruktsioone manipuleerida, muutes kiilgede pikkusi, nurki ja suunda, jalgides
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samal ajal, kuidas sailivad sellised omadused nagu paralleelsus vdi kongruentsus.
Interaktiivsed geomeetrialilesanded: VR pakub platvormi geomeetriliste probleemide
dinaamiliseks lahendamiseks. Naiteks vordkilgse kolmnurga konstrueerimine voi nurga
poolitamine vdib muutuda interaktiivseks valjakutseks, kus &pilased manipuleerivad

virtuaalsete kompasside ja joonlaudadega nagu traditsiooniliste kompassi- ja joonlaua
konstruktsioonide puhul, kuid lisavaartuseks on immersiivne visualiseerimine.

MATH 3DGEOVR

Taotlus: See raamistik on aluseks kdige lihtsamatele astronoomilistele mddtmistele, nagu
nditeks kauguste arvutamine parallaksi abil v3i taevakehade kdrguse madramine
horisondi kohal.

5. Rakendused igapaevaelus

e Kosmoseuuringud ja satelliitnavigatsioon.

Taotlus: Olgu siis tegemist satelliitide orbiidile saatmise, Marsile saatmise vdi kaugete planeetide
uurimisega, geomeetria mangib kriitilist rolli kosmosemissioonide trajektooride arvutamisel.
Naiteks satelliitide orbiidid maaratakse kindlaks kooniliste [Gikude (ellipsid, parabool)
geomeetriliste péhimotete abil ning tdpsed modtmised tagavad kosmoselaevade dige asukoha.

Asjakohasus: Nende geomeetriliste aluste mdistmine vdimaldab inseneridel ennustada ja
kontrollida kosmoselaevade trajektoore, tagada GPS-slsteemide satelliitide katvus ja valtida
kokkuporkeid kosmosejaatmetega.

e Globaalsed positsioneerimissisteemid (GPS).

Taotlus: GPS-tehnoloogia tugineb suuresti geomeetrilisele triangulatsioonile, et arvutada tapseid
asukohti Maal. Kasutades mitme satelliidi signaale, mis on paigutatud vastavalt geomeetrilistele
pOhimotetele, saab siisteem maarata objekti asukoha suure tapsusega.

Asjakohasus: Geomeetria rakendamine GPSis on vaga oluline igapaevaelus navigeerimiseks,
alates nutitelefonidest kuni transpordisiisteemideni, ja ka edasijdudnute jaoks, nagu
autonoomsed sdidukid, kaardistamine ja georuumiline analiis.

e Astronoomilised vaatlused ja uuringud.

Taotlus: Kaasaegsed astronoomilised observatooriumid ja kosmoseteleskoobid, nagu Hubble'i
kosmoseteleskoop voi tulevane James Webb'i kosmoseteleskoop, kasutavad geomeetriat
taevakehade vahemaade arvutamiseks, tahtede asukoha mootmiseks ja galaktiliste struktuuride
maoistmiseks. Sellised tehnikad nagu astromeetria (tdhtede asukoha tdpne mé6tmine) ja parallaks
tuginevad geomeetrilistele pohimotetele.

Asjakohasus: Need mootmised on olulised teaduslikeks avastusteks, naiteks eksoplaneetide
tuvastamiseks, tumeda aine uurimiseks ja universumi struktuuri kaardistamiseks.
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e Tahtede parallaks ja kauguse mdotmine.

MATH 3DGEOVR

Taotlus: Seda kasutatakse meie galaktikas asuvate tahtede kauguse mddtmiseks. See meetod
kasutab lihtsaid geomeetrilisi kolmnurkade ja nurkade pShimdtteid.

Asjakohasus: Parallaks on endiselt pdhiline vahend tahtede kauguste maaramiseks, mis on oluline
universumi ulatuse, tahtede tekke ja galaktika struktuuri mdistmiseks.

e Astronoomiline pildistamine ja 3D visualiseerimine.

Taotlus: Kaasaegsed tehnoloogiad, sealhulgas VR (virtuaalne reaalsus) ja 3D-modelleerimine,
kasutavad geomeetriat, et luua taevaste nahtuste kaasahaaravaid simulatsioone. VR-prillid
voimaldavad kasutajatel uurida planeedisiisteemide, orbiitide ja tahtede moodustiste
geomeetrilisi mudeleid, voimaldades sligavamat arusaamist kosmose ruumilistest suhetest.

Asjakohasus: See on oluline hariduse, teadusliku teavitustegevuse ja teadusuuringute jaoks,
pakkudes intuitiivsemat arusaamist keerulistest astronoomilistest slisteemidest ja vdimaldades
interaktiivset universumi uurimist.

e Planeedi liikumine ja orbitaalmehaanika.

Taotlus: Geomeetria on oluline planeedi orbiitide arvutamisel ja prognoosimisel, mis pdhineb
Kepleri planeetide liikumise seadustel ja Newtoni mehaanikal. Neid arvutusi kasutatakse
satelliitide orbiidile saatmiseks, planeetidevaheliste missioonide planeerimiseks ja selliste
taevaste siindmuste nagu paikesevarjutuste ja transiitide prognoosimiseks.

Asjakohasus: Tapne orbitaalraja  prognoosimine on  kriitilise  tdahtsusega alates
kosmoseagentuuride (nt NASA) igapdevastest toimingutest kuni kommertssatelliitide teenuste
osutamiseni.

e Kosmoloogia ja universumi kuju.

Taotlus: Kosmoloogias kasutatakse geomeetriat universumi kuju ja struktuuri uurimiseks.
Teooriad, nagu uldine relatiivsusteooria, mis kirjeldavad gravitatsioonist tingitud ruumi aja
koverust, kasutavad mitte-eukleidilist geomeetriat, et selgitada suuremahulisi struktuure, nagu
mustad augud, gravitatsioonildatsed ja universumi paisumine.

Asjakohasus: Ruumiaja geomeetria mdistmine aitab teadlastel arendada mudeleid selliste
ndhtuste jaoks nagu Suur Pauk, tume energia ja universumi IOplik saatus, luues aluse kaasaegsele
teoreetilisele fiusikale.

e Astrofotograafia ja aegluubi vaatlus.

Taotlus: Geomeetrilisi algoritme kasutatakse astrofotograafias, et jaddvustada ja toddelda pilte
taevakehadest aja jooksul. Eelkdige aegluubis toimuv vaatlus nduab tapseid geomeetrilisi
arvutusi, et jalgida tdhtede ja planeetide nailist liikkumist taevas.

121



Co-funded by
the European Union
Asjakohasus: Need tehnikad on olulised nii amatéor- kui ka kutselistele astronoomidele, kes

dokumenteerivad selliseid taevaseid siindmusi nagu meteoriidipilved, planeetide liitumised ja
tahesabad.
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Need rakendused nditavad, et geomeetria on jatkuvalt oluline vahend nii kaasaegse astronoomia
teoreetilistes kui ka praktilistes aspektides, alates igapaevastest tehnoloogiatest nagu GPS kuni
arenenud teaduslike ettevétmisteni nagu kosmoseuuringud ja kosmoloogia.

https://math.libretexts.org/Bookshelves/Geometry/Modern_Geometry_ (Bishop)/03%3A_Introd
uction_to_Hyperbolic_Geometry/3.01%3A_Hyperbolic_Geometry
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