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UCEBNE MATERIALY

1 TEMA: Systémy linearnych rovnic

1. Zdovodnenie vyberu témy

V matematike je systém linedrnych rovnic (alebo linedrny systém) siborom jednej alebo viace-
rych linearnych rovnic, ktoré obsahuju rovnaké premenné. Modul popisuje problémy riesenia
systémov linearnych rovnic s redlnymi koeficientmi a zaroven sa odkazuje na ich geometricku
interpretaciu.

Tedria linedrnych systémov je zdkladom a fundamentélnou sicastou linedrnej algebry, pred-
metu pouzivaného v vacsine odvetvi modernej matematiky. Vypoctové algoritmy na hladanie
rieseni st dolezitou stc¢astou numerickej linedrnej algebry a zohravaji vyznamnu tlohu v inzi-
nierstve, fyzike, chémii, informatike a ekonomike. Okrem toho moéze byt systém nelinedarnych
rovnic ¢asto aproximovany linedrnym systémom (pozri linedrizéciu), ¢o je uzitoéné technika pri
tvorbe matematickych modelov alebo poécitacovych simulacii, dokonca aj pre komplexné systémy.

Modul podporuje nielen hladanie rieSenia systému rovnic, ale tiez umoznuje pouzivatelovi
priradit algebraickd rovnicu k jej geometrickej interpreticii. Moze to byt aj ndstroj, ktory
sa d4 pouzit na riesenie 1loh vyzadujicich pouzitie systémov linedrnych rovnic. Je zriedkavé
n4jst rovnice, ktoré presne modeluji dany problém. Namiesto toho je pravdepodobné, Ze sa
Student stretne so situdciou, v ktorej pozné klicové informécie a potrebuje prisposobit systém
rovnic, alebo pozna riesenie a musf modifikovat koeficienty systému. Tento modul teda umoziuje
pouzivatelovi naucit sa zéklady analytického riesenia tloh. Napriklad:

Zadan3 situdcia, ktora predstavuje systém linearnych rovnic, napiSte systém rovnic a iden-

tifikujte rieSenie.
a) V tlohe urcte nezname veli¢iny a reprezentujte ich pomocou premennych.

b) Napiste systém rovnic, ktory modeluje podmienky problému.
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c) Rieste systém.
d) Skontrolujte navrhnuté riesenie.

Standardny algoritmus na rieSenie systému linearnych rovnic je zalozeny na tzv. Gaussovej

elimindcii s niektorymi tpravami.

2. Historické pozadie

Pred priblizne 4000 rokmi vedeli obyvatelia Babylénu riesit jednoduchy systém 2x2 linearnych
rovnic s dvoma nezndmymi. Okolo roku 200 pred Kristom Cfiiania publikovali ”Devit kapitol
matematického umenia”, kde predviedli schopnost riesit systém rovnic 3x3 (Perotti: Prevzaté
z http://www.science.unitn.it/~perotti/HistoryofLinearAlgebra.pdf). Sila a
pokrok linedrnej algebry sa naplno prejavili az koncom 17. storo¢ia. Vtedy sa objavila téma
determinantov a hodndt spojenych so stvorcovou maticou, ktoré studoval tvorca kalkulu Leibniz.
Na prelome 19. a 20. storocia Gauss zaviedol postup na rieSenie systému linedrnych rovnic. Jeho
praca sa hlavne zaoberala linedrnymi rovnicami, ale eSte nezaviedol pojem matic ani ich zapis.
Zaoberal sa rovnicami roznych ¢isel a premennych a analyzoval pracu Eulera, Leibniza a Cramera
pred 19. storo¢im. Pojem "matica” zaviedol J.J. Sylvester v roku 1848. Zaklady tedrie matic
pochédzaju z prace Arthura Cayleyho v roku 1855.

Aj ked je linedrna algebra pomerne novym predmetom v porovnani s inymi matematickymi
disciplinami, jej pouzitie je rozsiahle. Vdaka tsiliu Leibniza, ktory ovlddal kalkulus, bol kon-
cept pouzivania systémov linedrnych rovnic na riesenie nezndmych formélne zavedeny. Dalsie
prispevky od vedcov ako Cayley, Euler, Sylvester a dalsich zmenili linedrne systémy na zépis a
rieSenie pouzitim matic. Bez ohladu na technolégie, Gaussova eliminécia stéle zostava najlepsim
sposobom rieSenia systému linearnych rovnic.

Dokonca, aj ked vedci neustéle aktualizuji svoje uéebnice, ziklady zostdvaji rovnaké.

3. Vysledky vzdelavania

Po absolvovani tohto modulu by studenti mali byt schopni pochopit a spravne vybrat teoretické

poznatky, ktoré im umoznia dosiahnut:

e Schopnost definovat vyznam systému linedrnych rovnic s dvoma a tromi premennymi v

zépise linearnej algebry.

e Schopnost uviest priklady spolu s ich geometrickou interpretéciou.
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e Schopnost vybrat vhodny matematicky model pre lohu pouzitim linedrnych rovnic.

e Schopnost riegit problémy systému linedrnych rovnic réznymi metédami, napriklad sub-

stitiiciou, eliminaciou a kombinovanim.

Studenti, ktorf rozumeji matematickym pojmom, dokézu vysvetlit pojmy, ktoré sa nauéili,
na zaklade definicii a materidlov poskytnutych v kurze rozlisit, ktoré si priklady a aplikovat

tieto pojmy na rieSenie sivisiacich problémov. To znamen4, Ze Student m4 schopnost:

Urcit vlastnosti, ktoré je potrebné riesit (napr. pocet rovnic, ¢i st homogénne).
e Urcit existenciu riesenia (napr. hodnost matice, determinant).
e Spravne vybrat metédu riesenia daného systému.

o Urcit geometricki reprezentéaciu (napr. ako podporu pri pouzit{ metédy riesenia).

4. Teoretické zaklady

Praktické problémy v mmnohych oblastiach Studia, ako su bioldgia, ekondémia, chémia, infor-
matika, elektronika, inzinierstvo, fyzika a socidlne vedy, moézu byt ¢asto zredukované na riesenie
systému linedrnych rovnic. Linedrna algebra vznikla z pokusov ndjst systematické metédy na
rieSenie tychto systémov.

Napriklad, ak a,b and c si redlne ¢isla, grafom rovnice v tvare:
ax+b=c

je priamka (ak a a b si obe nenulové), tak takito rovnicu nazyvame linedrnou rovnicou s
premennou .

Casto je vyhodné premenné zapisovat ako x1,zs,...,x,, najmi, ak mame viac ako dve
premenné. Rovnica v tvare:

a1r1 + axe + -+ apxy, =0

sa nazyva linedrnou rovnicou n premennych x1, o, ..., ZTy. ai, ag, .. ., a, su redlne ¢isla (nazyvaju
sa koeficienty x1,x9,...,x,, a b je tiez redlne ¢islo (nazyva sa konstanta). Konecény stibor
linedrnych rovnic s premennymi x1,xo,...,Z, sa nazyva systém linearnych rovnic tychto pre-

mennych.
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Je dan4 linedrna rovnica a1x1 + asxs + - - - + apx, = b, postupnost &isel s, s9, ..., 5, of n sa
nazyva rieSenim tejto rovnice, ak:
a1s1 +asse + -+ ansSy = ba
plat{ pre vSetky premenné z’s po dosadeni s’s (z1 = 81,72 = 82,..., T, = S, ). Postupnost ¢isel
sa nazyva rieSenim systému rovnic, ak je rieSenim kazdej rovnice v systéme.
Definicia 1.1 Systém linedrnych rovnic m x n ma tvar:
a11x1 +aigxe+...a1, Ty, = b1,
ag @1 +azg Tz +...am Ty = by,
am1 21+ Am2 T2 + ... Amp Tn = b,
kde koeficienty systému a;j, i = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n a konstanty b; st skaldry a x1, 2, ...,

ZTpn SU V systéme nezname. Ak b; = 0 pre kazdél i,potom systém nazyvame homogénnym; v

opacnom pripade sa nazyva nehomogénnym.

Definicia 1.2 Riesenim systému linearnych rovnic nazyvame usporiadani n—ticu ¢éisel (¢, ca, . . .
, Cn), ktoré ked dosadime za 1, z2, . . ., x, do lavej strany systému, dostaneme hodnoty na pravej

strane. Mnozina vSetkych rieSeni systému sa nazyva rieSenie systému.

Definicia 1.3 Systém rovnic, ktory mé aspon jedno rieSenie, sa nazyva konzistentny, zatial ¢o

systém, ktory nemd ziadne rieSenie, sa nazyva nekonzistentny.

V pripade rovnic s nekoneénym poctom rieSeni sa zaviddzaji premenné, ktoré sa nazyvaju
parametre. Mnozina rieSeni opisana tymto spésobom mé parametrovi formu a nazyva sa
véeobecné riesenie systému. Ukazuje sa, ze rieSenia akéhokolvek systému rovnic (ak existuju
riefenia) mozu byt vyjadrené v parametrovej forme (t. j. premenné xy, s, ... si dané v tvare
novych nezavislych premennych s, ¢, etc.).

Nasgou tilohou bude uréit, ¢i dany systém je konzistentny, a ak je, ndjst mnozinu jeho rieseni.

Definicia 1.4 Asociaciu so systémom linearnych rovnic predstavuji nasledujice matice:
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e matica koeficientov

A=lail---an: - apml---apnl.
e rozSirend matica systému

[A|B] = [a11---ain: - iaml - amn|by ... byl

Rozsirena matica tplne charakterizuje systém rovnic, pretoze obsahuje vSetky koeficienty sys-
tému a konstanty systému. Je potrebné si uvedomit, Ze matica koeficientov je matica, ktord

obsahuje n stipcov z matice B.

Definicia 1.5 Riadkova hodnost matice r, je maximalny pocet linedrne nezavislych riadkov.
Podobne, stipcovzi hodnost matice 7. je maximalny poéet linedrne nezavislych stipcov. Tento
dolezity vysledok, ktory nie je tazké dokdzat, hovori, Ze riadkova a stipcovzi hodnost matice sa

rovnajui. Preto sa jednoducho hovori len o hodnosti matice r = r,. = 7.

Veta 1.1 (Kronecker - Cappelli) Systém linedrnych rovnic ma riesenie vtedy a len vtedy,

ak: r(A) = r([A|B]).
Elementarne riadkové upravy

Elementarne riadkové tpravy:

e Vymena dvoch riadkov.
e Nasobenie riadka nenulovym ¢islom.

e Nahradenie riadka inym riadkom, ktory je nasobkom iného riadku pripoc¢itaného k nemu.

Geometricka interpretacia linearnych systémov
Geometrickou interpretaciou linedrneho systému dvoch rovnic v dvoch nezndmych je geo-
metrickd prezentdcia dvoch priamok, ktoré zodpovedaju linearnym funkcidm tychto rovnic. V

ucebniciach si ¢asto schematické diagramy tohto typu:

Pl =
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Jedna rovnica s tromi nezndmymi je v priestore interpretovana rovnicou:
Ax+ By+Cz=D

Rovnica m4 riesenia, ktoré predstavuju rovinu, ak aspon jeden z koeficientov A, B, C' je nenulovy.
Ak sa pozrieme na systém takychto linedrnych rovnic, mnozinou rieSeni je mnozina vsetkych
bodov leziacich vo v8etkych prislusnych rovinach.

V ucebniciach sa tiez nachadzaji schematické diagramy typu:

—

Interaection of lines and planes by Dan Sunday, http://geomalgorithms.com

Dva linedrne systémy pouzivajice rovnakd mnozinu premennych su ekvivalentné, ak kazda
rovnica v druhom systéme moze byt algebraicky odvodend od rovnic v prvom systéme, a naopak.
Dva systémy st ekvivalentné, ak si oba nekonzistentné, alebo kazda rovnica kazdého z nich
je linedarnou kombindaciou rovnic toho druhého. Z toho vyplyva, ze dva linedrne systémy su
ekvivalentné, vtedy a len vtedy, ak maji rovnaki mnozinu rieseni.

Pochopenie matematickych pojmov je velmi délezitou zruénostou, ktord Studenti ziskajd
pocas ucenia sa matematiky. Ked sa vratime k vSeobecnej diskusii o systéme linedrnych rovnic,

budeme predpokladat niekolko zékladnych otédzok:
1. M4 systém riesenie?
2. Ak systém ma4 riesenie, kolko ich existuje?

3. Ako uréime vsetky riesenia?

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Na prepojenie systémov linedrnych rovnic s praktickymi aplikdciami, ich geometrickej inter-

pretécie v moduly, bola vybrang téma tykajica sa vyberu réntgenovych licov. Vdaka tomu
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pouzivatel nielen modifikuje systém rovnic, ale aj musi sledovat zmeny sivisiace s vizualizéciou
aplikovanych algebraickych zmien. Existuje mnozstvo algoritmov na rekonstrukciu obrazu po-
mocou vypoctovej tomografie (CT) materidlu. Zamerali sme sa na metédy linedrnej algebry.

V niektorych pripadoch nie je bezné rontgenové vysetrenie z jedného smeru dostatoéné a
dolezité informdcie mozu zostat neodhalené (napriklad nador za kostou). Pouzitim CT sa tato
moznost vyrazne znizuje, pretoze CT pouziva rontgenové lice z rdoznych smerov na vytvorenie

rezového obrazu materialu, ¢im sa objekty v materidli nemozu navzijom zakryvat.

CT scan

Obr. 1.1: Rez z CT. Zdroj: https://dspace.bracu.ac.bd/xmlui/bitstream/handle/10361/
10915/13216001_MNS.pdf?sequence=1&isAllowed=y

Tento obrazok ukazuje rez mozgu, na ktory bola pre jednoduchost nanesend mriezka na
alokaciu objektov po mriezke. Teda kazd4 mriezka obsahuje objekt, ktory mé byt skenovany,

analyzovany a identifikovany.

o il ] A

Obr. 1.2: Jeden rez ziskany CT skenom. Kazdy rez je rekonstruovany obraz ziskany zazna-
menavanim utlmu rontgenovych licov cez tkaniva pozdlz obrovského poctu smerov. Obrézok
ukazuje zdroj rontgenového ziarenia a prislusny prijima¢ pouzivany na meranie utlmu v
Specifickom smere. Vpravo - linedrna zavislost medzi pozorovanymi pomermi intenzity. Zdroj:
https://ecampusontario.pressbooks.pub/linearalgebraandapplications/chapter/mot
ivating-example/


https://dspace.bracu.ac.bd/xmlui/bitstream/handle/10361/10915/13216001_MNS.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://dspace.bracu.ac.bd/xmlui/bitstream/handle/10361/10915/13216001_MNS.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://ecampusontario.pressbooks.pub/linearalgebraandapplications/chapter/motivating-example/
https://ecampusontario.pressbooks.pub/linearalgebraandapplications/chapter/motivating-example/
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2 TEMA: Parciilne derivacie

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Derivécia funkcie jednej premennej f(x) ndm hovori, ako sa meni f(x) v zavislosti na zmene
premennej z. Ked hovorime o rychlosti zmeny funkcie f () vzhladom na premennt x neexistuje
ziadna nejednoznaénost, pretoze x sa moze menit len pri posivani po osi x. Situdcia sa vsak
stéva zlozitejsou, ked studujeme rychlost zmeny funkcie s dvoma alebo viacerymi premennymi.
Analogicky postup pre funkciu dvoch premennych f(z,y) by bolo niec¢o, ¢o ndm hovori, ako
rychlo sa meni funkcia f(x,y) pri zmene = a y. AvSsak v mnohych pripadoch této zmena bude
zévisiet od toho, ako rychlo sa menia x a y v zavislosti jednej premennej od druhej. Pre funkcie
s viacerymi premennymi sa ich hodnoty menia, ked sa menf jedna alebo viac vstupnych hodnét,
preto je dolezité vypocitat zmenu v samotnej funkcii. Tento proces sa moze skiimat tym, ze sa
vietky premenné okrem jednej budi povazovat konstantné a nijde sa rychlost zmeny funkcie
vzhladom na tito jednu zostdvajicu premennd. Poznanie, ako vypoéitat parcidlne derivécie,
umoziuje studovat a pochopit spravanie sa funkcii viacpremennych. Tento proces sa nazyva
parcidlna diferenciacia. Tento proces otvara Sirokd skalu aplikacii v kalkulu, ako si napriklad

dotykové roviny ...

2. Historické pozadie

Jednym z prvych, ktory pouzil symbol 0 v matematike, bol Marquis de Condorcet 1770, ktory
ho pouzival pre parcidlne derivacie. Moderné oznacenie parcidlnej derivacie vytvoril Adrien-
Marie Legendre (1786), hoci neskor od tohto oznacenia upustil; Carl Gustav Jacob Jacobi tento
symbol zacal od roku 1841 opéit pouzivat.

3. Vysledky vzdelavania

Po skonéeni tohto modulu by mali byt studenti schopn{

e definovat a pouzivat vypoctové techniky pre prvé a vyssie parcidlne derivécie, a to aj v

zadanych bodoch
e rozumiet pojmu parcidlnej diferenciscie,

e parcidlne derivoval funkciu postupne vzhladom na kazdd z jej premennych,



+ @
Co-funded by ’.’O.
the European Union
MATH 3D GEOVR

e vyhodnotit prvé parcidlne derivécie,
e formulovat parcidlne derivécie druhého radu.
Prerekvizity: Pred zacatim tohto modulu by Studenti mali:

e rozumiet principu derivacie funkcie jednej premennej

4. Teoretické zaklady
Parcidlne derivacie funkcie f(z,y) vzhladom na premennt z.

Funkcia z = f(z,y) je funkciou dvoch nezdvisych premennych = a y a zavislej premennej z.
7 geometrického hladiska o funkcii dvoch premennych vieme, ze kazdou zmenou hodnoty x
alebo y, dostaneme postupnost kriviek, pricom kazda z nich lezi v inom rovine a kazda je
¢astou plochy, ktord by sme chceli vykreslit. Sti¢asnou zmenou premennych = a y sa meni aj
z. Avsak namiesto toho, aby sme zvazili tito v8eobecnu situdciu, na zaciatok budeme jednu z
nezavislych premennych povazovat konstantni funkciu. Toto je ekvivalentné pohybu po krivke,

ktort dostaneme ako prieseénik roviny s jednou z kvadratickych ploch.

Ak budeme premennt y povazovat za konstantu a = za premennt, funkcia z sa stane funkciou

len jednej premennej x.

Definicia 2.1 Predpokladajme, ze z = f(z,y) je funkcia dvoch premennych. Potom parcidlna

derivécia funkcie f(z,%) podla premennej z v bode [z, 1] je dand vztahom:

Of(z,y) _ lim f(xo+h,y0) — f(x0,%0)

ox h—0 h

10
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Obr. 2.1:

Derivacia funkcie z vzhladom na premennu x (y je konstanta) sa nazyva parcidlnou derivaciou

dzﬁ

. I 7 ~ . . /
funkcie z vzhladom na premennid x a oznacujeme ju — , [, alebo Dy f.

dz’ dz
df (z,y)
dx

Graficky, nam hovori o zmene okamzitej rychlosti, ak y povazujeme za konstantu a

pohybujeme sa v kladnom smere po osi x.

Obr. 2.2:

7 obrazka vidime, ze ked sa pohybujeme v kladnom smere po osi +z z bodu (-1,1),
dj
hodnota %(—1, 1) je kladn4, takze funkcia f(x,y) je v tomto smere rastuca.
x

Parcidlne derivicie funkcie f(z,y) vzhladom na premennd .

Analogicky budeme teraz povazovatz za konstantu a premennou bude len 3, z bude teda funkciou

len jednej premennej y.

Teraz mozeme definovat:

11
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Definicia 2.2 Predpokladajme, ze z = f(z,y) je funkcia dvoch premennych. Potom parcidlna

derivécia funkcie f(z,%) podla premennej y at [xg, yo] je dand vztahom

Of(z,y) _ lim f(zo,y0 +h) — f(x0,%0)

ay h—0 h

za predpokladu, ze dand limita existuje.

Podobne, derivécia funkcie z vzhladom na premenni y (z je konstanta) sa nazyva parcidlnou

: f; or Dyf.

derivaciou funkcie z vzhladom na premenni y a oznac¢ujeme ju —,

dy’ dy’

Obr. 2.3:

Z obrazka [2.3| vidime, Ze ked sa pohybujeme v kladnom smere po osi +y z bodu (2, -),

3
df (z,y)
dx

Graficky, df(e.y

hodnota (2, =) je zapornd, ¢ize funkcia f(z,y) je v tomto smere klesajica.

3
)

nam hovori o zmene okamzitej rychlosti funkcie, ked  je konstanta a po

osi y sa pohybujeme v jej kladnom smere.

Poznamka 2.1 V kalkule funkcie viac premennych pouzivame symbol 0 (tento zatoceny-d sym-
bol, 0, nazyvame aj ”del”, na odlienie parcidlnych derivacii od obycajnych derivécii funkcie
jednej redlnej premennej, kde pouzivame symboll d.

Aby sme vypocitali parcidlnu derivaciu funkcie f(x,y) vzhladom na premennt z, musime sa
spravat tak, ako keby vSetky ostatné premenné (t.j. vietko okrem z) od ktorych funkcia f(x,vy)
zévisi, st konstanty, a potom len jednoducho vypoéitat derivéciu funkcie f(x,y) derivaciu funkcie

podla premennej z ako derivéciu funkcie jednej redlnej premennej.

12
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Vsetky pravidld pre derivécie (pravidlo pre sicin, pravidlo pre podiel, refazové pravidlo,
ata.) z kalkulu pre funkciu jednej redlnej premennej, platia aj pre funkciu viac premennych, len

jednoducho sa tam budi nachédzal este dalsie premenné.

Jednou z moznych chybnych predstdv je, ze parcidlna derivacia funkcie vzhladom na kon-
krétnu premennu zavisi len od tejto premennej. To je omyl. Vyraz pre parcidlnu deriviciu
funkcie vzhladom na premenni x moze zavisiet na oboch premennych z aj y. To znamend, ze

hodnota parcidlnej derivécie zévisi od nielen polohy bodu, ale dokonca aj od dalsej stiradnice.

Vynimkou st pripady aditivne separovatelnych funkeii. Inymi slovami, ak moézeme funkciu

F(x,y) ako f(z)+g(y) kde f(x) je funkcia jednej premennej = a g(y) je funkcia jednej premennej
oF (z,y) OF (z,y)

[ . ’ . 7’
= a je nezavisla na
5 By g'(y) aj

y. Potom f'(x) a je nezdvisla na premennej y a

premennej .

Pre parcidlne derivacie funkcie s viac ako dvomi premennymi moézeme zovSeobecnit: pre
kazdu vstupni premennt dostadvame parcialne derivacie funkcie vzhladom na tito premennt.
Postup derivovania ostava rovnaky: vSetky premenné, okrem tej, podla ktorej derivujeme,

povazujeme za konstanty, a nsledne takym istym sposobom derivujeme podla dalsej premennej.

7 geometrického hladiska mézu byt parcidlne derivicie funkcie interpretované ako dotyénice

ku grafu funkcie jednej premennej podla ktorej derivujeme a fixujeme hodnotu druhej premennej.

Parcidlne derivécia funkcie f, popisuje ako rychlo sa meni f(x,y) v smere osi z, a parcidlna

derivécia funkcie f; popisuje ako rychlo sa meni f(z,y) v smere osi y.

Vo vSeobecnosti, ak z = f(z,y) je funkciou viac ako dvoch premennych, potom parcidlna
derivécia funkcie z = f(x,y) podla Iubovolnej premennej, pricom ostatné premenné povazujeme

za konstanty, je parcidlnou derivéciou funkcie z podla tejto premenne;.

Parcidlne derivacie funkcie viac premennych vyssieho radu

Podobne ako v pripade jednej premennej, aj pre funkcie viacerych premennych mame parcidlne

derivacie vyssich rdadov. Vo vSeobecnosti plati, ze parcidlne derivicie prvého radu féy) a
x
of(x,y) .. WY . y , L et s
5 mozZeme postupne opat derivovat, a tak dostavame derivacie vyssich radov.
Y

0f*(x,y) of (x,y)
Ox? x

mame Styri parcidlne derivacie druhého radu:

podla z. Pre funkciu dvoch premennych z a y,

Of*(x,y) Of*(x,y) Of*(x,y) Of*(z,y)
ox2 ' Oxdy = Oydx = 0Oy?

Napriklad je derivécia

Poznamka 2.2 Parcidlne derivécie funkcie podla rovnakej premennej derivujeme zlava do prava,

13
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zatial¢o zmieSané parcialne derivacie derivujeme sprava do lava. V praxi na poradi parcialnych

derivovacii funkcie zdalezi zriedka.

Veta 2.1 Ak si obe parcidlne derivdcie spojité, potom sa zmieSané parcidlne

Of(z.y) Of(z,y)
Ox oy

derivdcie rovnaji.
Poznamka 2.3

e Inymi slovami, zmiesané parcidlne derivécie si vzdy rovnaké (za predpokladu, ze si spo-

jité), takze existuju vlastne len tri parcidlne derivacie druhého réadu.

e Toto tvrdenie mozeme dokazat pomocou definicie derivacie funkcie pomocou limity funkcie

a viet o strednej hodnote. Detaily dokazu si nepodstatné, preto ich vynechame.

e Parcilne derivicie druhého rddu mézeme dalej derivovat a tak ziskat derivacie funkcie

vy§Sieho radu.

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Doty¢nice ku grafu funkcie maji v kazdodennom zivote vela aplikécii, od architektiry cez
inzinierstvo az po fyziku. Hovorime, Ze dotyCnica je priamka, ktord sa dotyka krivky v jed-
nom bode. Tento bod sa nazyva dotykovy bod.

Dotykovéa rovina reprezentuje plochu, ktora obsahuje vSetky dotyénice ku krivke v bode Py =
[z0, Yo, 0], ktory lezi na ploche a doty¢nice nim prechddzaji. Dotykova rovina ndm umoziuje

predpovedat spravanie sa ploch v uréitych bodoch funkcie.

Definicia 2.3 NechPy = [z9, yo, 0] je bod patriaci ploche S, a nech C je krivka prechddzajica
bodom Py a patriaca ploche S. Ak vSetky doty¢nice k tymto krivkam v bode Py lezia v tej istej

rovine, potom sa tato rovina nazyva dotykova rovina S v bode Fj.

Definicia 2.4 Nech S je plocha definovans diferencovatelnou funkcioun z = f(z,y), a nech
Py = [0, y0] patri do oboru definicie funkcie f(z,y). Potom rovnica dotykovej roviny S v bode

Py je dana rovnicou

z = f(0,90) + f2(x0,y0)(x — z0) + f(z0,%0)(y — vo)

14
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Tangent plane at
PalXa. ¥a. 2o}

Curve C
passes through ’

Pofxo. Yo 20} \'\ /

Obr. 2.4: Dotykova rovina k ploche S v bode Py obsahuje vsetky doty¢nice ku krivkam v ploche
S, ktoré prechadzaju bodom Py

i

S
]
R

Obr. 2.5: Dotykové vektory a dotykova rovina

Doty¢nice maju viacero doélezitych aplikdcii v roéznych oblastiach, najma v matematike,

fyzike, inzinierstve a geometrii. Niektoré aplikdcie dotyc¢nic:
e Geometria atrigonometria
e Architektura
e Inzinierstvo a dizajn
o Fyzika

15
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Geometria atrigonometria

Dotycnice zohravaja doélezitia ulohu pri stidiu kriviek. Sd to priamky, ktoré sa dotykaju krivky
v jednom bode, pricom st kolmé na polomer krivky v tomto bode. Doty¢nice sa pouzivaji na

definovanie geometrickych vlastnosti, ako si polomer, priemer, chordy a dl7ka oblika u kruhov.
Architektura

Dotycnice sa pouzivaju pri navrhovani kriviek v budovach, ako su obliky a kopuly. Architekti
pouzivaji doty¢nice na vytvaranie kriviek, ktoré st vizudlne prijemné a estetické.
Inzinierstvo a dizajn

Doty¢nice sa pouzivaju na navrhovanie kriviek v cestach, mostoch a inych struktirach. Pomocou
nich mozu inzinieri vytvarat krivky, ktoré si bezpecné a efektivne na cestovanie. Krivky sa
pouzivaji v automobilovom dizajne, leteckom inzinierstve a civilnom inzinierstve na navrhovanie

ciest, mostov a inych struktur s hladkymi prechodmi a efektivnymi krivkami.

Fyzika

Doty¢nice sa pouzivaji na analyzu pohybu objektov. Napriklad, doty¢nica k trajektérii projek-
tilu v akomkolvek bode predstavuje smer rychlosti projektilu v tomto bode.

Dotyénice v kazdodennom zivote

e Navrhovanie parabolického oblika — Parabolicky oblik je krivka, ktora méa tvar paraboly.

Paraboly sa casto pouzivaji v architektire na vytvaranie oblikov a kopul.

e Navrhovanie kruhového mosta — Kruznicovy most je most, ktory ma tvar kruhu. Kruhové

mosty sa ¢asto pouzivaju na premostenie riek a inych prekazok.

e Navrhovanie horskej drahy — Horska draha je navrhnutd tak, aby poskytla jazdcom vzrusu-
juci zazitok. Inzinieri pouzivaji dotycnice na urcenie tvaru trate. Doty¢nicey zabezpecuju,

ze horské dréha je bezpecénd a poskytuje jazdcom hladku jazdu.

e Navrhovanie pretekarskej drahy — Pretekarske drahy su navrhnuté tak, aby poskytli vodicom
narocny a vzrusujuci zazitok. Inzinieri pouzivaji dotycCnice na urcenie tvaru drahy. Do-

tyCnice zabezpecCuju, ze draha je bezpeéna a poskytuje vodicom spravodlivy zavod.

16
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Navrhovanie golfového ihriska — Golfové ihriska si navrhnuté tak, aby poskytli golfistom
narocny a prijemny zézitok. Architekti pouzivaju dotyénice na urcenie tvaru fairwayov a

greenov. DotyCnice zabezpecuju, ze ihrisko je vhodné pre golfistov a vyzvy, ktoré pontka

Navrhovanie skateboardového parku — Skateboardové parky si navrhnuté tak, aby poskytli
skateboardistom bezpeéné a zabavné miesto na tréning. Architekti pouzivaji doty¢nice na
urcenie tvaru rampa a bazénov. DotyCnice zabezpecuju, ze skateboardovy park je bezpeény

a pontuka skateboardistom rézne vyzvy.
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3 TEMA: Gradient skaldrneho pola

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Vektorové pole alebo skaldrne pole mozeme diferencovat vzhladom na poziciu tromi spoésobmi,
aby sme vytvorili dalsie vektorové alebo skaldrne pole. Existuju tri derivacie: gradient skaldrneho
pola, divergencia vektorového pola a rotécia vektorového pola.

Tento modul sa zaobers gradientom skaldrneho pola.

2. Historické pozadie

Gradient ako prvy symbolom A oznacil v roku 1846 Hamilton. Do roku 1870 bol oznacovany
V, ¢o je obratené delta, a preto bol nazyvany "atle”. V roku 1871 Maxwell napisal: ”Mnozina
VP je vektor. S velkou tictou sa odvazujem nazvat to sklony P. Oznacenie ”"sklon” sa dlho
nepouzivalo a bolo nahradené oznac¢enim ”gradient”. ” Gradient” pochadza zo slova ” grade”, ¢o
oznacuje sklon cesty alebo povrchu. Oznacenie ”del” sa prvykrat objavilo v tla¢i v roku 1901,
vo Vector Analysis, A text-book for the use of students of mathematics and physics founded upon

the lectures of J. Willard Gibbs, od E.B. Wilsona.

3. Vysledky vzdelavania

Po dokonéeni tohto modulu by $tudenti mali byt schopni:
e nijst gradient skaldrneho pola.
e vypocitat smerovi derivéciu.
Prerekvizity: Pred zacatim tohto modulu by mali Studenti:
e poznat pojem funkcie dvoch alebo troch premennych
e poznat pojem parcidlnej diferencidcie

e poznat pojmy skaldrneho a vektorového pola.
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4. Teoretické zaklady
Gradient

Definicia 3.1 Gradient skaldrneho pola f(z,y, z) je vektor

of- 0f- Of -
gradf:sza“;z—Faij—f-aJ;k,

where 4, j, k st jednotkové vektory v smeroch stradnicovych osi x,y, z.

V niektorych aplikdcidch je zvykom predstavovat gradient ako riadkovy alebo stfpcovy vek-
tor jeho stradnic v kartézskom stradnicovom systéme. Casto sa namiesto gradf, pouziva zapis
Vf. (V je vektorovy diferencialny operator nazyvany ”del” alebo ”"nabla” definovany ako
V=—"i+ 87;5 + —ZE Ako vektorovy diferencidlny operator zachovava charakteristiky vektora

ox 0

a zéroven vykondva diferencidciu.)

Ak f je funkciou viac premennych, vo vSeobecnosti n, gradient je definovany analogicky:

prvok vektora v lubovolnych sdradniciach z;, ¢ = 1,2,...,n, je parcidlnou derivéciou
. T
funkcie f podla premennej x;.

Funkcia f skaldrnou funkciou (skaldrne pole) ale gradf, vektorova funkcia (vektorové pole):

mé taky isty pocet argumentov ako funkcia f , a vysledny vektor ma taky isty pocet suradnic..

V nasledujucich obrdzkoch su zobrazené rozne reprezentacie skalarnych funkcii a prislusnych
gradientovych vektorovych poli. Prvy obrazok ukazuje funkciu f(x,y) = 22 — y?, dalsf obrézok
zobrazuje gradient funkcie f(z,y) = —(cos® 2+ cos? y)? ako projekciu vektorového pola na dolnd
rovinu, pricom gradient vyjadreny modrymi §ipkami ukazuje smer najvacSej zmeny skaldrnej

funkcie.

-
o

N W W |
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|
'
'
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-
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V dalsom obrazku je gradient znazorneny na povrchu - ¢ervené sipky predstavuju najvacsi rast,

modré Sipky predstavuju pomalsi rast a na vrchole je rast aj gradient nulovy.

0s S

KDL

EERE,

u 0o T P
1A SRR

. AYay

0.5

Vlastnosti gradientu:

e Linearita: Gradient je linedrny v tom zmysle, ze f;, ¢ = 1,2,...,n si redlne diferencov-

atelné funkcie, a ¢; € R,i =1,2,...,n st konstanty, potom
grad(cif1 + cafo+ -+ cnfn) = crgrad fi + cogradfo + - - - + cpgrad f,.
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e Pravidlo stéinu: Ak f and g st redlne diferencovatelné funkcie, potom pravidlo si¢inu

hovori, ze si¢in f g je diferencovatelnd funkcia, a

grad(f g) = fgradg + g gradf.

Vektor grad f uréuje velkost a smer najvicsej zmeny funkcie f v lubovolnom bode A. Gradien-

tovy vektor V f(zo,yo) je ortogondlny (alebo kolmy) na krivku f(z,y) = k v bode A = [z0, yo.

Podobne, gradientovy vektor V f(xo,yo,20) je ortogondlny na rovinu f(x,y,z) = k v bode

A = [zg, Yo, 20]. Nasledujici obrazok zobrazuje kladny smer gradientového vektora v réznych

bodoch vrstevnic funkcie fo. Smer pozitivneho gradientu je oznaceny cervenou sipkou. Doty¢nica

k vrstevnici je znazornend zelenou.

level curve”

fxyi=k&
=

Viixg, yu)

Plag. vyl

V nasledujiicom obrazku je zobrazena funkcia f(z,y) = sin(z + y?) a jej vrstevnice.

2

—

=

'
—

-3 -2

)
>

V nasledujicom obrazku si zobrazené ekvipotencionalne hladiny funkcie

f(@,y,2) =sin(z +y°) + 2.
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KA
=g ity
Tk

)

Kedzevektor gradientu je Vf = (ai, g?];, gﬁ), dotykova rovina k funkecii f(z,y,2) = k v
bode A = [z, Yo, 20] m4 rovnicu
9f(A) of(A), Of(A)
ax (CL’ xO) + 8y (y yO) + 82’ (Z ZO) - 0

Ak potrebujeme priamku, ktord je kolma na rovinu v bode - normélu, je lahké ju néjst,
ak si uvedomime, Ze na rovnicu priamky ndm staéf bod a rovnobezny vektor. Kedze chceme
priamku v bode A = [z, Y0, 20] vieme, Ze bod musi lezat na priamke a vieme, Ze V f (0, Y0, 20)
je normélovy vektor, ktory je kolny na plochu, a teda bude rovnobezny s touto priamkou. Preto

rovnica normaly je:

8f(3307 Yo, 20)

r = x0+1 P
df (o, yo, 2
y o= ot f(%yo 0)
)
0
2 = o+t f($0,y0720)’t€R
0z

V predchadzajiucom sme zaviedli gradient funkcie v pravouhlom siradnicovom systéme. Gra-
dient moéze byt zavedeny aj v inych stradnicovych systémoch, napr. pomocou poldrnych, cylin-

drickych a sférickych siradnic. V polarnych siradniciach je gradient dany rovnicami

vy 1Of
gradf(r,go)—Vf— (97“ e’r+r a(p e(p:
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v cylindrickych siradniciach je gradient dany
of . 1of , Of |

e, + — ey, + - é€z

gradf(r,cp,z) = Vf = E r % 02

kde r je osovd vzdialenost, ¢ je azimutdlny alebo azimutovy uhol (orientovany uhol, ktory ma
definovany smer merania veIkosti), z je osova stradnica a é;,€g, €. su jednotkové vektory v
smere suradnicovych osi.
V sférickych sturadniciach je gradient dany

of »  10f . 1L of .

gradf(T,¢,9):Vf:56r+;%€¢ m%%

kde 7 velkost polomeru, ¢ je azimutovy uhol a 6 je polarny uhol é;, €4, €p si opit jednotkové

vektory v smere stiradnicovych osi.

Derivacia v smere vektora

—

Zmena funkcie f v danom smere (Specifikovanom ako jednotkovy vektor ) je urcend skalarnym
suc¢inom gradf - [. Tento skaldrny si¢in sa nazyva smerova derivacia (resp. derivicia v smere

vektora).

Definicia 3.2 Ak [ = (lz,1y) je jednotkovy vektor, smerové derivacia funkcie f v smere vektora

df (14)
SV

['v Tubovolnom bode A = [z, 3], oznacovana je definovana ako

df(A) _ . Fwo+ i, yo + hly) — f (w0, y0)
df h—0 h ’

za predpokladu, ze limita existuje.

Analogicky je smerova derivédcia funkcie f definovand aj pre funkciu viac premennych. Ked [
je jednotkovy vektor v jednom zo smerov siradnic, smerové derivécia sa zjednodusi na prislusnu

parcidlnu derivaciu.

Veta 3.1 Ak fje jednotkovy vektor a f ktord d vSetky parcidlne derivdcie spojité, potom smerovd
derivdcia spl/ﬁa

d—Ji = gradf - l.

dl

Tento vysledok vyzaduje, aby vektor I'bol jednotkovy vektor. Ak pozadovany smerovy vektor

nie je jednotkovy, najskor je potrebné ho normalizovat.
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Niekedy uddvame smer zmeny = a y ako uhol. Napriklad mozeme povedat, Ze chceme
rychlost zmeny funkcie f v smere uhla «. Jednotkovy vektor, ktory ukazuje tymto smerom
je dany [ = (cosa,sina). V trojrozmernom priestore [ = (cos a, cos 3, cosy), kde «, 5,7 su

uhly, ktoré vektor [ zviera so suradnicovymi osami, nazyvame ich smerové kosinusy. V takomto

pripade sa smerové derivacia pocita:

df(z,y) _of of df(z,y,z) _ Of

0
T:£COSQ+@Sina’ Py :%cosaJrafycosﬂJracosy.

7 tedrie gradientu pre vypocet smerovych derivécii mozeme odvodit niekolko désledkov, ako
velkost smerovej derivacie zavisi na smere vektora [
Dosledky: Predpokladajme, Ze f diferencovatelns funkeis s gradientom grad f a I je jednotkovy

vektor. Potom plati:

1. Maximalna hodnota i—’; je ked jednotkovy vektor [ ' mé smer v smere gradf, ak gradf # 0, a
maximalna hodnota je +|gradf|. Inymi slovami, gradient ukazuje smer, v ktorom funkcia

f rastie najrychlejsie.

2. Minimélna hodnota %’; je ked jednotkovy vektor ' mé opac¢ny smer ako gradf, if gradf # 0,
a minimdlna hodnota je —|grad f|. Inymi slovami, gradient ukazuje smer, v ktorom funkcia

f klesa najrychlejsie.

3. Hodnota i—]l: je nulova vtedy a len vtedy, ak [ je ortogonalny ku gradf.

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Predstavme si miestnost, kde teplota je dand skaldrnym polom, T, takze v kazdom bode [z,y, 2]
je teplota T'(z,y,z), nezavisld od ¢asu. V kazom bode miestnosti, gradient 7" v danom bode
ukazuje smer, v ktorom teplota rasti najrychlejsie, ked sa pohybujeme z bodu [x,y, z]. Velkost

gradientu urcuje, ako rychlo teplota rastie v tomto smere.
Temperature Gradent

Hot End

® Fres Electrons (Negatively charged )
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Na nasledujicom obrazku su zobrazené izotermy a linie prudu tepla pre kovovi dosku. Smer
prudu tepla je pozdfz prudovych ¢iar, ktoré si kolmé na izotermy (bodkované ¢iary na obrazku

(b)); tento prid tepla je imerny vektorovému polu gradf.

hY

heat source® heat source

3] n
. S5
\me bag 5 R DRE

Tiez sa ¢asto zverejnujui denné mapy, ktoré ukazujui teplotu v celej krajine pomocou izoterem.

Prikladom je nasledujtici obrazok.

@ SHMO - Predpoved ALADIN z 28.84.2823 (pl) @6:08 na 38.84.2023 (ne) 15:88 UTC
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Predstavme si povrch, ktorého vyska nad hladinou mora v bode [z,y] is f(z,y). Gradient
funkcie f v bode je vektor, ktory ukazuje smer najstrmsieho svahu alebo sklony v tomto bode.
Strmost svahu v tomto bode je dané velkostou gradientového vektora.

Gradient sa tiez d4 vyuzit na meranie toho, ako sa skaldrne pole meni v inych smeroch,
nielen v smere najvacsej zmeny, tym, ze sa vezme skaldrny suc¢in. Predpokladajme, ze najstrmsi
svah na kopci je 40%. Cesta, ktora ide priamo do kopca, méa sklony 40%, ale cesta, ktord ide
okolo kopca pod uhlom, bude mat mensi sklon. Napriklad, ak cesta zviera s pohorim uhol

60° (kea st obe smernice premietnuté do horizontalnej roviny), potom sklon pozdii cesty bude
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skalarny suc¢in medzi gradientovym vektorom a jednotkovym vektorom pozdii cesty, teda 40%
krat kosinus 60°,alebo 20%.

Vo vieobecnosti, ak je funkcia f diferencovatelnd, potom gradient funkcie f skaldrne vyns-
sobeny jednotkovym vektorom, dé sklon svahu v smere tohto vektora, teda smerovi derivaciu

f v smere jednotkového vektora [

Altitude z=f(x,y)
x.y,Z in feet, t in hours

40000
\
\
|
]
J

20000

0 10000 20000 30000 40000

Altitude z=1(x,y)
xy.Z in feet, tin hours

40000
1

20000

10000
i

o 1000¢ 20000 30000 40000

V bode P, v smere vektora i
e The silovy turista chce ti najstrmsiu cestu do kopca.
e The silovy lyziar chce najstrmsi zjazd.

e The lenivy turista sa chce vyhnit akejkolvek zmene nadmorskej vysky.
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Aby sa lenivy turista vyhol zmene nadmorskej vysky, kraca pozdfi rovinnej krivky. V bode
P, je smer 4 je doty¢nicou ku krivke, ¢o ddva dve moznosti uvedené vyssie. Na tejto ceste nie
je ziadna zmena nadmorskej vysky, t. j. 3—5 = 0, tak gradf - @ = 0, tak gradf |« - gradient je

kolmy na hladinovid krivku.

200 200

100

V pripade silového lyziara, je maximélna hodnota % is +|grad f|, teda 4 je jednotkovy vektor
gradf

|gradf|’
stipania. V pripade silového lyziara je @ jednotkovy vektor v opatnom smere ako gradf a

grad f

o lgradf|’
Uloha:

v tom istom smere grad f a 4 = Toto je smer najstrmsieho stipania alebo najrychlejsieho

U=

Toto je smer najstrmsieho alebo najrychlejSieho poklesu.

e Cesta najstrmsieho vzostupu: Nakreslite cestu zacinajicu v bode (zltd), ktord neustéle

meni smer, aby zostala kolmé na vrstevnice v smere stipania (rasticej hodnoty).

e Cesta najstrmsieho zostupu: Podobne, ale ist dole kopcom.
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Priklad 3.1 Predpokladajme, ze vyska kopca nad hladinou mora je dand funkciou f(z,y) =
1000 — 0.01z%2 — 0.02y2. Ak ste v bode (60, 100) v akom smere sa vyska meni najrychlejsie? Ak
je maximalna rychlost zmeny vysky v tomto bode? RieSenie: Maximéalna rychlost zmeny vysky
nastane v smere vektora gradientu grad f(z,y) = (—0.02z, —0.04y), grad f (60, 100) = (—1.2, —4).
Maximélna rychlost zmeny vysky v tomto bode je |grad f(60,100)| = \/(—1.2)2 + 42 = \/17.44 =

4.176. Poznamenajme, ze sa nachddzame v bode (60,100)a smer maximdlnej zmeny vysky je
dany vektorom (—1.2, —4). Kedze obidve zlozky st negativne, vyzera to tak, Ze smer maximéalnej

zmeny ukazuje smerom hore po kopci, smerom k stredu, nie od kopca.
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4 TEMA: Lokalne, viazané a absolitne extrémy funkcie viac

premennych

1. Zdovodnenie vyberu témy

Pouzivanie viazanych extrémov funkcii viac premennych sa casto vyskytuje v optimalizaénych
ulohéch, kde je potrebné maximalizovat alebo minimalizovat dand funkciu za uréitych pod-
mienok. V praxi sa viazané extrémy funkcii viac premennych bezne vyskytuji v ekonomickych,
inZinierskych a matematickych problémoch, ako aj pri hladan{ matematického modelu pre dany

problém v tychto oblastiach.

2. Historické pozadie

Funkcie viacerych premennych su funkcie, ktoré maju viac nez jeden vstupny argument. Tento
koncept bol zavedeny v starovekom Grécku, kde matematici ako Archimedes a Euklid pouzivali
viacero premennych na popis geometrickych tvarov a pohybu. Za objav diferencidlneho poctu
mozno povazovat indického matematika Bhaskaru (1114-1185), ktory demonstroval priklad toho,
¢o dnes nazyvame diferencidlnym koeficientom, a tiez poskytol zdkladni myslienku dnesného
Rolleho vety. Indicky matematik Madhava, spolu s dalsimi matematikmi zo skoly Kerala v 14.
storo¢i, vykonal mnoho zaujimavych vyskumov v oblasti diferencidlneho a integralneho poctu.
Skutoény pokrok vsak nastal v 17. storoci, ked Leibniz a Newton pracovali na tom, ¢o sa
dnes povazuje za objav diferencidlneho a integralneho poc¢tu. Prvé pisomné zmienky o difer-
encidlnom pocte sa nachadzaji v listoch, ktoré si vymienali Leibniz a L’Hospital v roku 1695,
kde Leibniz spomenul derivdciu poriadku 0,5. Vtedy este nemohol predpokladat jej vyznam
alebo sposob vypoctu, avsak poznamenal, Ze jedného dia z tohto paradoxu vyplyvaja uzitoéné
praktické dosledky. Dalsi vyznamni vedci sa tejto myslienky drzali, medzi ktorymi boli obri
ako Bernoulli, Euler, Laplace, Fourier, Abel, Riemann a Cauchy. Dnes maju funkcie viacerych
premennych doleziti tilohu v mnohych oblastiach, ako si matematika, fyzika, ekonomika, infor-
matika, inzinierstvo a dalsie vedy. Funkcie viacerych premennych sa pouzivaji na modelovanie
realnych situdcii a umoziiuji vypoéty komplexnych systémov a procesov, ktoré by bolo tazké

alebo nemozné vyriesit pomocou funkcii jednej premennej.
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3. Vysledky vzdelavania
Po absolvovani tohto modulu by mali §tudenti byt schopni
e definovat a pouzivat techniky vypoétu lokdlnych extrémov funkcii viacerych premennych,

e urcit obmedzené lokdlne extrémy funkcie dvoch premennych,

e najst maximdlne a minimélne hodnoty funkcie viac premennych na danej podmnozine M

jej definiéného oboru,
e aplikovat ziskané poznatky v praxi.
Prerekvizity: Pred zacatim tohto modulu by §tudenti mali poznat:
e princip diferenciacie funkcie jednej premennej,
e funkcie viacerych premennych,

e parcidlne derivacie funkcii viacerych premennych

4. Teoretické zaklady
Lokalne extrémy funkcii dvoch premennych

Existuji dva typy lokalnych extrémov funkcie dvoch premennych: lokalne maximum a lokélne
minimum.
Lokalne maximum funkcie f(z,y) sa nachadza v bode (a,b) z definiéného oboru, ak pre

kazdy bod (z,y) z definicného oboru v urc¢itom okoli bodu (a, b) plati, ze f(z,y) < f(a,b).

Lokalne minimum funkcie f(z,y) sa nachddza v bode (a, b) z defini¢ného oboru, ak pre kazdy

bod (z,y) z defini¢cného oboru v uréitom okoli bodu (a, b) plati, ze f(z,y) > f(a,b).

Existuje viacero metdd na nédjdenie lokalnych extrémov funkcie dvoch premennych, ako
je metdda parcidlnych derivécii, Hessianova matica alebo Lagrangeove multiplikdtory. Tieto
met6édy umoznuju urcit body, v ktorych funkcia prechddza z rastiicej na klesajicu alebo z kle-
sajicej na rasticu, a tym urcif, ¢ ide o lokdlne maximum alebo minimum. Nech f(z,y) je
funkcia so spojitymi druhymi parcidlnymi deriviciami v okoli bodu (a,b). Hessianova matica
funkcie f je matica druhych parcidlnych derivacii, a determinant Hessianovej matice (Hessian)

sa vypocita ako:
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of*(z,y) 0f*(z,y)

Ox? Oxdy
Of*(z,y) 9f*(z,y)
0x0y oy?

Potom plati: Ak determinant Hessianovej matice funkcie f v bode (a,b) je kladny a druhd
parcidlna derivécia podla z v bode (a,b) je kladnd, potom funkcia f mé lokdlne minimum v bode
(a,b). Ak determinant Hessianovej matice funkcie f v bode (a,b) je kladny a druha parcidlna
derivécia podia z v bode (a,b) je zapornd, potom funkcia f m4 lokdlne maximum v bode (a, b).
Ak determinant Hessianovej matice funkcie f v bode (a,b) je zdporny, potom funkcia f nemd
lokélny extrém v bode (a,b). Tento test ndm umoziuje uréit lokdlne extrémy funkcie dvoch
premennych, ak je funkcia dostato¢ne hladkd a ma kontinualne druhé parcidlne derivacie v okoli
bodu (a,b). Ak je determinant Hessianovej matice nulovy, je potrebné pouzit iné metédy na

urcenie lokalnych extrémov.

Viazané lokalne extrémy funkcii dvoch premennych

Problémom je najst bod A v mnozine M, taky, Ze funkénd hodnota f(A) je najviicsia alebo na-
jmensia v porovnani s hodnotami f v bodoch mnoziny M, ktoré lezia blizko bodu A. Bod A sa

nazyva bodom viazaného extrému. Definujeme viazany extrém funkcii dvoch premennych takto:

Nech f je funkcia dvoch premennych definovand na D(f) D E? a nech mnozina
V =[z,y] € D(f): g(z,y) =0 D D(f) je dand. Podmienka urcend rovnicou g(z,y) = 0, ktord je
splnend pre vetky body z definiécného oboru funkcie f v mnozine V', sa nazyva vézba. Extrémy

funkcie f, dosiahnuté na mnozine V' O D(f), uréené vazboou, su viazané lokélne extrémy funkcie

f.
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Bod A = [z, yo] sa nazyva bodom viazaného lokélneho maxima (minima) funkcie f pre
vazbu g(z,y) = 0, ak existuje také okolie O.(A) bodu A, ze pre vsetky X € O(A), ktorych
stiradnice splfiaji dant vizbu, platf f(X) < f(A)((f(X) > f(A)). V pripade ostrych nerovnost
hovorime o ostrom viazanom lokalnom maxime alebo minime. Viazané lokalne minimum a max-

imum funkcie sa spolo¢ne nazyvaju viazané lokalne extrémy funkcie.
Ako uréit viazané lokalne extrémy funkcie f(z,y)?

1. Premennd y moze byt vyjadrend z vizby g(x,y) = 0 ako funkcia premennej x,y = h(x).
T4ato funkcia moze byt dosadend do funkcie f(z,y), ¢im ziskame zlozent funkciu jednej premen-
nej x, definovani na mnozine V, teda f(x,h(x)) = F(x). Vsetky lokdlne extrémy funkcieF'(x)

na mnozine V' si zaroven viazané lokélne extrémy f(z,y) na mnozine V.

2. Premenna z moze byt vyjadrend z vizby g(z,y) = 0 ako funkcia premennej y,y = h(y).
T4to funkcia moze byt dosadend do funkcie f(x,y), ¢im ziskame zloZzenu funkciu jednej premen-
nej y, definovani na mnozine V', teda f(h(y),y) = F(y). Vsetky lokélne extrémy funkcieF'(y)

na mnozine V' si zdroven viazané lokélne extrémy f(z,y) na mnozine V.

3. V pripade, Ze Ziadnu z premennych x alebo y nemozno vyjadrit z viizby g(x,y) = 0 a nie je
mozné ju vyjadrit v zdvislosti od druhej, moze sa pouzit metéda Lagrangeovych multiplikatorov.
Definujeme pomocnt funkciu nazyvanu Lagrangeova funkcia: L(x,y) = f(x,y) + A\g(z,y), kde
)\ je lubovolnd konstanta nazyvans Lagrangeov multiplikdtor. Funkcia L(z,y) je definovand na
mnozine D(f), a navyse, pre vSetky body mnoziny V plati L(x,y) = f(z,y ako g(z,y) =0 v

bodoch mnoziny V.

Ak akykolvek bod A = [xg, 0] € V je bodom lokélneho extrému funkcie L = f + Ag, potom
bod A je bodom viazaného lokélneho extrému funkcie f pre vazbu g(z,y) = 0.

Geometricka interpreticia viazanych lokalnych extrémov funkcie f st hodnoty z-stradnic
extrémov umiestnenych na krivke, ktord je prieseénikom grafu funkcie G(f) s valcovou plochou
urc¢enou krivkou definovanou v rovine xy danou vézbou, pricom ¢iary na tejto ploche si v smere

z-ovej osl.
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Globalne extrémy funkcie viac premennych

Na urcenie maximalnych a miniméalnych hodnét viac premennej funkcie na danej podmnozine
Mijej definiéného oboru. Maximdlne a minimélne hodnoty funkcie na M ur¢ujeme a vyberame
nasledovne:

i) vSetky lokdlne extrémy funkcie dvoch premennych na podmnozine M,

ii) vsetky viazané lokdlne extrémy na hranici M,

iii) uré¢enim hodnoét na hranici M, kde funkcia dosahuje svoje maximalne a minimélne hodnoty.

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

e V obchodovani moze byt uzitoéné venovat osobitnii pozornost extrémnym cenovym hladindm

— ako sd najvysSie a najnizsie ceny na trhu — aby bolo mozné reagovat na prileZitosti na
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ndkup alebo predaj. V oblasti financi{ moézu extrémne hodnoty tiez stvisiet s rizikom.
Napriklad rizikovy kapital moze byt pouzity na financovanie novych a inovativnych pro-

jektov, ale moze byt tiez spojeny s vysokymi stratami a netspechom.

o V lekarskej praxi su extrémne pripady ¢asto klicové pri uréovani diagnézy a liecby pa-
cienta. Lekari musia byt schopni rozpoznat a lie¢it pacientov s najzavaznejSimi priznakmi

alebo stavmi.

e V priemyselnej vyrobe mozu extrémne hodnoty tvorit stcast procesov kontroly kvality
a monitorovania. Napriklad priemyselné zariadenia mozu byt navrhnuté na pracu pri

extrémnych teplotach alebo pod tlakom, aby sa zabezpecila vysoka kvalita vyroby.

e V oblasti pocitacovej bezpecnosti mozu extrémne pripady stvisiet s najnebezpeénejsimi
hrozbami a itokmi na systémy. Bezpeénostné timy musia byt schopné rozpoznat a riesit

tieto najvaznejsie hrozby.

e V marketingu mozu extrémne pripady stvisief s najispesnejsimi kampaniami a stratégiami,
ktoré viedli k zvyseniu predaja alebo povedomia o znacke. Analyzovanie tychto pripadov

moze byt uzitoéné pri navrhovani novych kampani.

e V poisteni a finanénom planovani moézu extrémne pripady suvisiace s nehodami alebo

stratou majetku byt klticové pri hodnoteni rizika a uréovani poistného planu.

e V meteoroldgii st extrémne pripady, ako st hurikdny, tornada alebo povodne, dolezité
pre predpovedanie pocasia a vydavanie varovani. Meteorologické timy musia byt schopné

identifikovat a riesit extrémne pripady, aby minimalizovali §kody.

e Vo vede a vyskume mézu byt extrémne pripady rozhodujice pre objavovanie novych poz-
natkov a rozvoj vedeckych teérif. Napriklad extrémne podmienky, ako si velmi nizke alebo
vysoké teploty, moézu byt vyuzité na testovanie vlastnosti materidlov a objavovanie novych

vedeckych prielomov.

e [ v Sporte a fitness sa extrémne pripady tykaju najlepsich vykonov a rekordov. Tréningové
plany mézu byt navrhnuté na maximalizovanie vykonu sportovcov a dosiahnutie extrémnych

vysledkov, ako st olympijské medaily alebo svetové rekordy.
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5 TEMA: Prieniky telies

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Prieskum rezov mnohostena (definovanych ako prieniky roviny a mnohostena) predstavuje zdkladny
koncept geometrie. Tento postup je Siroko vyuzivany na analyzovanie geometrickych vlastnosti
telies a struktur vyslednych rovinych ¢asti [Anwar, N., a Najam, F. A. (2017)]. Zlepsuje pochope-
nie trojrozmernej geometrie Studentmi a prehlbuje ich schopnost interpretacie priestorovych
vztahov medzi dvojrozmernymi a trojrozmernymi tvarmi. Rezy si mimoriadne dolezité v
mnohych oblastiach STEM. Ako poznamenal P. Lewis [P. Lewis, 2016, prierezovy pohlad posky-
tuje dve rozdielne architektonické reprezentécie siborne: sekcia odhaluje skryté detaily, ako je
hribka stien a vertikdlna organizicia, zatialko ¢o perspektiva umoziuje divakovi interpretovat
vplyv sekcie z jediného bodu pohladu. Prierezy si taktiez Siroko pouzivané v inZinierstve,
kde st nevyhnutné na pochopenie Struktiry a spravania sa réznych tvarov sekcii. Pomocou
parametrovych a obecnych metdd inzinieri vypocitavaju geometrické vlastnosti a analyzuju
zlozitejsie sekcie, o je klicové pre zlepsovanie vykonu inzinierskych systémov [Smith, 2019].
Okrem toho sa prierezy pouzivaji v pocitacovej grafike [Schumaker, 1990], najmé na vytvaranie
realistickych a detailnych 3D modelov. Rezanie trojrozmerného objektu poskytuje dolezité data

na vypocet $pecifickych rozmerov potrebnych na dany ucel.

2. Historické pozadie

Staroveki Egyptania a Mezopotamci patrili medzi prvych, ktorf prakticky vyuzivali geometriu,
najméi na meranie pody a v architektire. Egyptania, zndmi svojimi schopnostami pri stavbe
monumentalnych struktir, ako si pyramidy, pravdepodobne mali implicitné chapanie prierezov.
Hoci ich poznatky boli v podstate vysledkom aplikovanej vedy, vytvorili zaklady geometrickych
konceptov, ktoré neskér rozvinuli grécki a helénisticki myslitelia. Stddium geometrie sa stalo
formalizovanejsim vdaka matematikom, ako bol Euklides, ktory vytvoril systematicky pristup
k tejto discipline vo svojom diele Zaklady (Elements). Euklidove studie zahfnali delenie tvarov
na prierezy za tcelom skimania ich vlastnosti, éim polozil zaklad pre dalsiu pracu s prierezmi.

Grécki matematici povazovali geometrické tvary za objekty matematickej analyzy a symboly
filozofickych myslienok. Schopnost “rezat” tvary a skiimat ich vndtornd struktiru bola rev-

oluénou myslienkou, ktord odrézala ich SirSie hladanie porozumenia neviditelnym Struktidram
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reality. Pocas renesancie, obdobia rozkvetu umenia, vedy a architektiry, sa Studium prierezov
vyvijalo este dalej. Umelecki a vedecki velikéni, ako Leonardo da Vinci, a dobovi architekti
vyuzivali prierezy na planovanie budov, stidium anatémie a tvorbu presnejsich kresieb. Leonar-
dove anatomické studie zahfnali pitvy tiel aj objektov, ¢o mu poskytlo hlboké poznatky o
ich fungovani zvnitra. Architekti zacali pouzivat prierezy na vizualizdciu vnitornej struktiry
zlozitych stavieb, ¢o im umoznilo vytvarat nielen esteticky posobivé, ale aj konstrukéne pevné
navrhy.

Aj préaca Johannesa Keplera zahifnala Studium a analyzu prierezov. Kepler, znamy pre-
dovsetkym svojim prinosom k poznaniu pohybu planét, vo svojom menej znamom diele Nova
Stereometria Doliorum Vinariorum skimal objemy nepravidelnych telies, konkrétne vinnych su-
dov s komplexnymi zakrivenymi tvarmi. Uvedomil si, ze tradi¢né geometrické vzorce na vypocet
objemu nie su pre tieto nepravidelné tvary vhodné. Riesenim bolo konceptudlne “rezanie” su-
dov na nekone¢né mnozstvo tenkych prierezov, ktorych plochy séital, aby ziskal priblizny objem
celého suda. Tato metdda, zaloZzend na séitani ploch prierezov, pripomina koncept integrécie,
ktory neskor formalizovali Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz pri rozvoji kalkulu.

Dnes si prierezy neoddelitelnou sticastou moderného Zivota a ich vyuzitie daleko presahuje
matematiku a fyziku. Technolégie umoziuji architektom a inzinierom vytvéarat detailné digitdlne
modely prierezov, ktoré zvysuji odolnost a efektivitu navrhovanych struktir. V skratke, prierezy
sa vyvinuli z nastroja na pochopenie tvarov na dolezity moderny prostriedok, ktory spaja min-
ulost s pritomnostou a pohdina inovécie v roznych oblastiach, ako st zdravotnictvo, technolégie

a dizajn.

3. Vysledky vzdelavania

Po ukonéeni tohto modulu by studenti mali byt schopni:

e Rozvijat schopnost vizualizovat a interpretovat tvary vznikajice prienikom roviny a mno-

hostenu;

e Vykondvat rotacie a mentalne manipulécie telies, pricom dokazu predvidat tvar rezu mno-

hostena bez pouzitia fyzickych alebo digitalnych pomocok;
e Rozpoznat vztah medzi trojrozmernymi ttvarmi a ich dvojrozmernymi rezmi;

e Uvedomit si, ako symetria mnohostena ovplyvituje tvar vzniknutého rezu;
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e Premyslat a uvazovat geometricky pri modelovani telies vzniknutych prienikmi roéznych

rovin s mnohostenmi;

e Presne popisat rezy pomocou geometrickej terminolégie (napr. polygény, rovnobezné,

kolmé);

e Prezentovat zistenia a predikcie o rezoch prostrednictvom verbalneho opisu, kresieb alebo

modelov;
e Riesit problémy tykajtice sa metrickych a geometrickych vlastnosti rezov;
e Skiimat roézne metédy na dosiahnutie zhodnych rezov;
e Kriticky analyzovat vplyv orientécie roviny na vysledny rez;

Presktimat pripady s neo¢akavanymi vysledkam.

Prerekvizity: Predpoklady pre tspesné zvlddnutie modulu zahffiaji: (1) Znalost zdkladnych
dvojrozmernych geometrickych tvarov (napr. polygénov a kruhov) a trojrozmernych telies (napr.
kociek, valcov, kuzelov a giil); (2) Pochopenie vztahu medzi stenami, hranami a vrcholmi, o je
nevyhnutné pre vizualizaciu a opis 3D tvarov; (3) Poznanie geometrickych vysledkov tykajuicich
sa prieniku rovin; (4) Pre pokrocilejsie stidium prierezov zdkladné porozumenie trojrozmernému
stiradnicovému systému (x, y, z), ktoré umoziiuje analyzovat, kde a ako rovina pretina teleso.
To je obzvlast uzitoéné pri nepravidelnych prierezoch alebo pri pochopeni matematiky rezania;
(5) Predbezné pochopenie transformécii, ako su rotacie a zrkadlenia v 2D a 3D priestore, ¢o
napomaha pochopeniu symetrie a klasifikdcie prierezov v roznych situdciach; (6) V neskorsej
faze moze byt dolezita znalost sférickych siradnic, ktoré st vyznamné pri pokrocilejsej analyze

prierezov.

4. Teoretické zaklady

Na pochopenie rezov mnohostenov je klucové zvazit tvrdenia tykajice sa vztahov medzi pri-

amkami a rovinami. Nizsie si uvedené zakladné vety:
Veta 5.1 Prienik dvoch rovin v priestore je bud prdzdny, alebo tvori priamku.

Veta 5.2 Priamka | je rovnobeind s rovinou o prdve vtedy ked existuje priamka m C o takd,

Ze | je rovnobeznd s priamkou m.
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Ako priamy dosledok mame:

o Ak je priamka £ rovnobeind s dvomi réznobeinymi rovinami, potom £ je rovnobeznd aj s

kaZdou z tychto rovin.

Veta 5.3 Ak je priamka rovnobeznd s rovinou, kaZdd rovina, ktord obsahuje tito priamku a

pretina povodni rovinu, tak ¢ind pozdlZ priamky, ktord je rovnobeZnd s povodnou priamkou.

Tato veta pomaha predpovedat orientéciu prierezov. Napriklad, ak rovina rezu pretina mno-
hosten a je rovnobezné s jednou z jeho hran, vysledny prierez bude obsahovat ¢iary rovnobezné

s touto hranou, pozri Obrazok 1.

Veta 5.4 Dwve roviny siu rovnobezné, ak a len ak jedna z nich obsahuje dvojicu priamok, ktoré

s rovnobezné s druhou rovinou.
Veta 5.5 Ak rovina pretina dve rovnobeiné roviny, prieniky si dve rovnobeiné priamky.

Preskiimajme teraz niektoré rezy vytvorené prienikom roviny s tetraédrom, kockou alebo
dodekaédrom. Tieto konvexné mnohosteny patria do rodiny piatich Platénovych telies, ktorych
steny st zhodné pravidelné mnohouholniky. Téato skupina obsahuje tetraédre, kocky, oktaédre,
dodekaédre a ikosaédre, pozri Obrazok 2. Tieto telesa, zndme uz od staroveku, boli podrobne
Studované Platénom, ktory kazdé z nich priradil k jednému zo zékladnych zivlov prirody: zem
(kocka), vzduch (oktaéder), ohen (tetraéder), voda (ikosaéder) a vesmir (dodekaéder).

Kazdému Platénovmu telesu mozeme priradit Schlifliho symbol zlozeny z dvoch hodnoét,
{p, q}, kde p je pocet stran kazdej steny a ¢ je pocet stien stretavajucich sa v kazdom vrchole.
Napriklad ikosaéder mé Schléfliho symbol {3, 5}, pretoze kazdé stena je rovnostranny trojuholnik
(3) a v kazdom vrchole sa stretéva pét trojuholnikov. Pre dodekaéder je Schlifliho symbol {5, 3},
pretoze kazd4 stena je pravidelny pituholnik (5), so stretnutim troch takychto stien v kazdom
vrchole. K kazdému z tychto telies mozeme tiez priradit jeho fvrcholovii konfiguriciu, ¢o je
postupnost stien okolo vrcholu. Napriklad, vrcholova konfiguracia ikosaédra je 3.3.3.3.3,
zatialko ¢o pre dodekaéder je 5.5.5. Kombinatoricky popis Platénovych telies je uvedeny v

nasledujticej tabulke.
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Polyhedron ¢ Vertices # | Edges ¢ | Faces ¢ Schiafli symbol ¢ | Vertex configuration #
Regular tetrahedron ' & 6 4 {3, 3} oo o
cube > 8 12 6 {4, 3} 4.4.4
Regular octahedron @ 6 12 8 {3, 4} 3333
dodecahedron O 20 30 12 {5, 3} 55.58
icosahedron . 12 30 20 {3, 5} 33333

https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

Priecne rezy v tetraédri

Na 1vod si uvedme niektoré geometrické vlastnosti tetraédra:

Veta 5.6 Nech T je tetraéder s dizkou hrany a. Potom plati:

/6.

(a) Vyska h tetraédra je h = 3

(b) Celkovd plocha povrchu Ar tetraédra je Ap = aV/3;
. , , 3V2
(¢c) Objem V tetraédra je V =a 12

Veta 5.7 Pravidelny tetraéder md 24 roznych symetrii, ktoré zahinaji 12 rotacnijch symetrii,6

¢istych zrkadlovich symetrii (reflexie) a 6 rotacnych reflexii (kombindcie rotdacie a reflexie).

Kaizd4 symetria tetraédra zachovava jeho vrcholy, preto moze byt reprezentovana permutéciou
vrcholov A, B, C, D. Predpokladajme, ze

tetraéder T mé oznacené vrcholy A, B,C, a D.

e 12 rotacnych symetrii Tieto symetrie zachovavaji orientaciu a zahfnaju:
(a) identita;
(b) 8 rotécii o 120° a 240° okolo osi prechddzajicich vrcholmi a stredmi protilahlych stien

(c) 3 rotacie o 180° okolo osi prechddzajucich stredmi protilahlych hrén.

41


https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid

Co-funded by
the European Union
(1) Identita je reprezentovand permutdciou:

A B C D
A B C D

Podme teraz charakterizovaf rotécie o 120° a 240° okolo osi prechddzajicej vrcholom D a

stredom C1 protilahlej steny [A, B, C], pozri Obrézok 1.

Obr. 5.1: Rotécie okolo osi spajajtcej vrchol so stredom protilahlej steny.

Prislusné zobrazenia vo forme permutéacii si nasledovné:

A B C D 3ABC’D
B C A D ¢ A B D

Existuju 4 vrcholy, takze mame Styri osi rotacie, pozri Obrazok 2.

Obr. 5.2: Styri osi rotacie spajajtice vrchol so stredom protilahlej steny.

Permutécie zodpovedajice rotacidm okolo zelenej, modrej a fialovej osi si:

A B C D A B CD
(4) (5)
B D C A D A C B
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A B C D A B CD
(6) (7) ;
C B D A D B A C
A B C D A B C D
(8) (9) ;
A C D B A DB C

Maéame este tri rotacie o polotocenie, cez osi prechadzajice stredmi dvoch opaénych hran,

pozri Obréazok 3.
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Obr. 5.3: Rotéacie okolo osi spajajicich stredy protilahlych stien.

Permutacie zodpovedajice poloto¢eniam okolo ¢ervenej, modrej a zelenej osi st nasledovné:

A B C D A B C D A B C D
(10) (11) (12)
B A D C D C B C ¢ D A B

e 12 rotacnych symetrii, ktoré neuchovavaju orientaciu, pozostavaju z:

(a) 6 (€istych) zrkadleni, kazdy na rovine prechddzajiicej hranou a stredom opaé¢nej hrany;

a

(b) 6 rotaénych zrkadleni, kazdy vzniknuty kombinovanim rotdcie s Cistym zrkadlovym

odrazom.

Podme charakterizovat 6 &istych zrkadleni. Zvizme obraz v rovine obsahujticej hranu [BC] a
stred [AD], pozri Obrézok 4. Tento obraz fixuje body B a C' a permutuje ostatné dva vrcholy.

Preto ho mézeme vyjadrit permutaciou,
A B C D

(1)
D B C A
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Obr. 5.4: Zrkadlovy odraz v rovine obsahujicej hranu a prechadzajticej stredom opaé¢nej hrany.

Kedze tétrahéder ma 6 hrén, existuje 5 dalsich zrkadlovych rovin. Nasledujice permutécie

reprezentuju tieto dalsie zrkadlové symetrie:

A B C D A B C D A B C D
(2) ;o (3) ;o (4)
D B C A D B C A D B C A
A B C D A B C D
(5) ;o (8)
D B C A D B C A

6 rotacnych zrkadleni tétrahédu su tie, ktoré su reprezentované permuticiami uvedenymi

nizsie. Pre kazdu z tychto symetrii predstavime kombinéciu, ktord zahina ¢isty zrkadlovy odraz

a rotaciu.

() A B C D A B C D A B C D
= O

B C D A D B C A B C A D

(2)ABCD A B C D A B C D
e o

C D B A A B D C D C B A

(3) A B C D A B C D A B C D
e (@]

D C A B A B D C C D A B

(4) A B C D A B C D A B C D
— o

B D A C A C B D C D A B

(5) A B C D A B C D A B C D
= o

C A D B A C B D B A D C
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A B C D A B C D A B C D
D A B C A C B D D A C B

Kedze grupa permutécii styroch prvkov ma presne 24 prvkov, mézeme uzavriet, ze symetricka

grupa tétrahédu je tuplne urcena.

Teraz sa pozrime na rezy, ktoré mozeme ziskat prienikom roviny s tétrahéderom. Na tento
ucel vyuzijeme tri rozne pristupy, kazdy prisposobeny predpokladom, ktoré mozu mat citatelia
tohto modulu. Zaéneme s jednoduchy pristupom, ktory vyzaduje len minimdlne predpok-
lady. Nésledne predstavime stredne pokrocily pristup, ktory predpokladd zédkladné porozu-
menie izometrickym transforméciam v priestore. Nakoniec predstavime pokrocily pristup,
kde je nevyhnutné solidné pochopenie symetrickej skupiny, spolu s obratnostou v sférickych

suradniciach.

Priecne rezy tetraédra - jednoduchy pristup

Zvézme tetraéder T s vrcholmi A, B,C, a D. Kedze steny T lezia v rovine, podla Vety
ak rovina pretina stenu 7, musi ju pretinat bud v jednom vrchole, alebo pozdii usecky, ktora
spaja dve hrany tejto steny. Pretoze tri nekolinedrne body urc¢ujui rovinu, na urcenie roviny rezu

postacuje zvolit definiéné body, ktoré lezia na (uzavretych) hranach tetraéda.

Nech P, @ a R su tri nekolinedrne body v € = [AB|U[BC|U[AC|U[AD]U[BD|U|[C D],
a 7 je rovina definovand tymito bodmi.

e Ak predpokladame, ze P a ) su body patriace tej istej hrane e tetraéda, pricom mozu

byt aj koncovymi bodmi tejto hrany, potom R musi lezaf na protilahlej hrane ¢/, a rez

vytvoreny rovinou 7 v T je trojuholnik, vid Obrézok 5.

Tento trojuholnik je vzdy rovnoramenny, bez ohladu na konkrétne polohy bodov P a @ na hrane
e a R na hrane ¢’. Preco je to tak? Pozorujeme, ze trojuholniky [ADR] a [BDR] su zhodné
podla kritéria zhodnosti stran-uhol-stran (SUS).

¥ Folha CAS (Célculo #
1  Distancia(R, (0,0 1 G
0.87
9 lDist&ncia{R.H.D.E 0.5
~ 0.87
3 Distancia(A, B) —U-—oﬁgl-@-o;—
-1 Al P qQ B
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Obr. 5.5: Rez vytvoreny rovinou prechadzajicou bodmi P, Q@ a R.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)

Navyse, trojuholnikovy rez nemoze byt rovnostranny, pretoze uhol pri bode A je mensi ako

il rad.
6

e Predpokladajme teraz, ze P, @), a R st tri body, pricom Ziadne dva z nich nelezia na
rovnakej hrane, a jeden z nich, napriklad P, je vrcholom tetraéda. V takom pripade je rez

rovnoramenny alebo réznostranny trojuholnik, ako je zndzornené na Obrazku 6(a) a 6(b).

+ Folha CAS (Calculo Algébric

1 Distancia(R, (0,00)) 1 c
o

0.94

3 | Distancia(P, Q)

- 0.94 —UO 05
4 Distancia(@, R) PA '
0.68
(a)
* Folha CAS (Calculo Algébr 1
1 Distancia(R, (0,0.0) @ C

0.87

3 Distancia(P, Q)

0.9
4 Distancia(Q, R) 0 05
0.68 DA

Obr. 5.6: Rez vytvoreny rovinou prechdadzajicou bodmi P, Q a R.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)

Je mozné ziskat rovnostranny trojuholnikovy prierez za daného predpokladu? Pouzite dos-
tupni aplikdciu na adrese https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive, aby ste
preskumali spravanie uhla a dlzok stran trojuholnika v reze. Na zdklade svojich pozorovani
zostavte matematické zdovodnenie, ktoré vedie k zaveru, ze za danych predpokladov nie je

mozné dosiahnut rovnostranny rez.

e Predpokladajme teraz, ze body P, (J a R nelezia na rovnakej hrane tetraéda; ziadny z
tychto bodov sa nezhoduje so ziadnym vrcholom tetraéda a vSetky lezia na hrandch, ktoré

vychadzaju z rovnakého vrcholu.
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Na analyzu typu mnohouholnika vytvoreného v priereze tetraéda rovinou definovanou bodmi
P, @ a R pouzite aplikaciu GeoGebra (https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-nai
ve). Umiestnite body P, @ a R podla poziadaviek a popiste svoje pozorovania, vid. Obrézok

7. Vysvetlite pozorované vysledky pomocou matematického zdoévodnenia.

Shape of the cross section - Configurations

Triangles

' B .
Isosceles Scalene

Equilateral

Obr. 5.7: Rez vytvoreny rovinou prechiadzajicou bodmi P,Q a R.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)

e Nakoniec predpokladajme, ze body P, a R su také, ze ziadne dva z nich nelezia na
rovnakej hrane, ziaden z nich nie je vrcholom tetraéda a zaroven nepatria vSetky na hrany

vychadzajice z rovnakého vrcholu.

Pouzite rovnaku aplikaciu a pozorne sledujte formovanie prierezov, vid Obrazok 8.

Shape of the cross section - Configurations
1

Quadrilaterals

= Folha Algébrica X
v fov
UUNUUTIU T = FUUOITOS. &
- planodecorte = Plano con
s " ' poligono2 = Intersegao de
Rectangle » | = Ponto Médio de P, Q 05
p = Plano contendo |, D, C
p=Anguloentre R, P, Q
J=Ponto Mediode D,A =
K = Ponto Médio de D, C
L = Panto Médio de arest:
M = Panto Madio de C R

3 ol B

Quadrilateral 2.\

Isosceles Trapeioid

Obr. 5.8: Rez vytvoreny rovinou prechadzajicou bodmi P, Q a R.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-naive - Ana Breda)
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Na zéklade vaSich simulécii a pozorovani, mohli by ste predlozit matematické argumenty,

ktoré tieto pozorovania podporuji?

Rezy v tetraédri — Stredne pokrocily pristup

Stadium rezov rovin v tetraédri moze byt vyrazne systematizované pomocou konceptu symetrie.
Vo Vete sme opisali symetricki grupu tetraédra. V tomto pristupe staci zvazit len jednu z jej
podskupin, napriklad podskupinu generovani rotaciou o 120 stupnov okolo osi prechadzajicej

vrcholom a stredom protilahlej steny, vid. Obrazok 9.

=
4
n=72
S Bt i S <
©
2
3 ?a::
lca
5"‘\\‘._:
3 2 L D B 2 3 4 :
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# ;
5 +
Q 1 1
1 [ ]

Obr. 5.9: Rez vytvoreny rovinou prechadzajicou bodmi P, @ a R.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-intermedia - Ana Breda)

Aby sa zabezpecilo, ze ziadna rovina nebude vynechand, sta¢i zvazit jednotkové vektory v
sférickom limite pyramidy s vrcholmi A, B, C4, D. Pre kazdy z tychto vektorov zvazte rovinu,
ktora je nan kolma a prechadza bodom leziacim na hranach pyramidy, a nakoniec zvazte skupinu

rovnobeznych rovin. Na opis sférickej oblasti boli pouzité sférické stiradnice.

Pouzite ¢ast IT aplikdcie GeoGebra na systematické sledovanie formovania rezov, vid Obrazok

10.
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Obr. 5.10: Prierez v tetraédri — Stredne pokrocily pristup.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-intermedia - Ana Breda)

Rezy v tetraédri — Pokrocily pristup

Pokracujic v tejto linii uvazovania mézeme dalej filtrovat stidium rezov, obmedzenim nasej
analyzy na reprezentativnu oblast tetraéda, zdkladni oblast, éfm vyrazne znizime pocet sim-
ulaénych pripadov, ktoré je potrebné vykonat. Tento pristup vyuziva skutocnost, ze vsetky
mozné konfigurdcie mozno ziskat pracou len v zakladnej oblasti. Umoziiuje to efektivnejsiu
klasifikiciu potencidlnych prierezov, kedze kazda konfigurdcia v zékladnej oblasti reprezentuje
triedu ekvivalentnych prierezov v celom tetraéde.

Zékladnd oblast moze byt opisana ako pyramida s vrcholmi v tazisku tetraéda, vnitornom
bode a stredoch jedného z jeho stien, vid Obrazok 11. Pristupom cez https://geogebrato
ols.pages.dev/regiao-fundamental-tetraedro mozeme preskiimat, ako symetrickd grupa

posobi na zakladnt oblast.
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Obr. 5.11: Zakladna oblast tetraédra.

(https://geogebratools.pages.dev/regiao-fundamental-tetraedro/- Ana Breda)

Teraz mozeme aplikovat postupy vykonané v stredne pokrocilom pristupe, prepozi¢ne na
turoven zékladnej oblasti. Tento pristup ndm umoziiuje ststredit sa na mensiu, no tiplne reprezen-
tativnu oblast tetraéda, ¢im znizujeme vypoctovi zlozitost a zachovdvame tplni analyticki
presnost, vid Obrazok 12. Stustredenim sa na zdkladnid oblast urychlujeme stddium rezov, kedze
kazda konfigurdcia ziskand z informécii v tejto oblasti efektivne reprezentuje cely stubor ekviva-
lentnych konfiguracii v tetraédri.

] HE ac ;= EfEeoDcs : =

Obr. 5.12: Rez v tetraédri — Pokrocily pristup.

(https://geogebratools.pages.dev/tetraedro-avancado - Ana Breda)

advancedapproach.png

Pouzitim konceptu symetrie nielen zjednodusujeme matematické spracovanie, ale aj zlepsujeme

nase pochopenie dvojrozmernych geometrickych struktir (rezov), ktoré sa vytvaraju.
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5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Pochopenie rezov telies nie je len doménou inzinierov alebo vedcov, ide o koncept, ktory pod-
poruje mnohé aspekty nasich kazdodennych zivotov. V architektire a stavebnictve pomahaju
pohlady na prierezy projektantom a stavbirom pldnovat pevné a stabilné struktiry. Ked ar-
chitekti navrhujui prierezy nosnikov alebo stipov, zohladiuji nielen estetické kvality, ale aj
pevnost a odolnost konstrukcie, aby budovy, mosty a domy vydrzali a odoldvali kazdodennému
opotrebeniu. V zdravotnictve hrajui prierezy klicovd tlohu. Techniky ako MRI (zobrazo-
vanie magnetickou rezonanciou) a CT (poc¢itacova tomografia) poskytuji detailny pohlad do
[udského tela, umoziujic lekdrom ziskat "rez po reze” pohlad na nase orgény, tkanivd a kosti.
Tymto sposobom dokézu véas odhalit zdravotné problémy a presne ich diagnostikovat, ¢asto bez
potreby invazivneho chirurgického zakroku. V priemyselnej vyrobe moéze preskiimanie prierezu
produktu odhalit skryté chyby alebo slabiny. Tento déraz na detail v koneé¢nom dosledku zna-
mend bezpecnejsie a kvalitnejsie produkty pre spotrebitelov. Geolégovia pouzivajui prierezy
zemskych vrstiev na pochopenie toho, ¢o sa skryva pod povrchom. Ked banské spoloénosti
hladaji mineraly alebo ropu, spolichaju sa na tieto mapy prierezov, aby vedeli, kde vrtdm alebo
kopam. Tieto znalosti ndm pomahaju ziskat dolezité zdroje pri minimalizécii dopadu na Zivotné
prostredie. Prierezy su taktiez mocnymi ndstrojmi v triede. Pomahaji studentom vizualizovat
tvary a vlastnosti 3D objektov spésobom, ktory je lahsie pochopitelny. Mnoho kazdodennych
predmetov, ako kdble, plechovky a flage, je navrhnutych s §pecifickymi tvarmi prierezov z prak-
tickych dovodov. Napriklad kruhov4 trubica umoziiuje hladky a efektivny prietok vody, zatialko

¢o valcovity tvar maximalizuje skladovaci priestor a zachovava odolnost.
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6 TEMA: Vektory a ich vlastnosti

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Vektory zohravaju dolezitt ulohu v roznych oblastiach, ako su fyzika, inzinierstvo, pocitacova
grafika a strojové ucenie, kde sa pouzivaju na vypocty a modelovanie fyzikalnych javov a matem-
atickych operécii. V inZinierstve sa ¢asto odkazuje na fyzikélne veliciny, ako st sila, rychlost a
¢as. Napriklad hovorime o rychlosti auta alebo sile v stlaéenom pruzine. Je uzito¢né rozdelit
tieto fyzikdlne veli¢iny na dva typy. Veli¢iny prvého typu st zndme ako skaldry. Tieto mézu byt
tiplne popisané jedinym ¢islom, ktoré sa nazyva velkost. Veliciny druhého typu st tie, ktoré si
vyzaduji specifikdciu smeru, okrem velkosti, nez st dplne popisané. Tieto sa nazyvaji vektory.
Vektor je veli¢ina, ktord mé velkost a smer. Veliciny, ktoré si vektory, sa musia manipulovat
podla urcitych pravidiel. Pre manipuldciu s vektormi vo vypoétoch boli vyvinuté Specidlne
metddy, ktoré dali vznik oblastiam ako vektorova algebra, vektorova geometria a vektorovy
pocet. Okrem toho vektory ndm pomahaji uréovat poziciu a zmenu pozicie bodov. V réznych
oblastiach fyziky a matematiky sa vektory pouzivaji na pochopenie spravania sa smerovych

veli¢in v dvoj- a trojrozmernych priestoroch.

2. Historické pozadie

Vektory sa zrodili v prvych dvoch desatro¢iach 19. storocia s geometrickymi reprezentdciami
komplexnych ¢isel. Matematici a vedci s tymito novymi ¢islami pracovali a aplikovali ich réznymi
sposobmi. V roku 1837, William Rowan Hamilton (1805 — 1865) ukézal, ze komplexné ¢isla
mozeme abstraktne povaZzovat za usporiadané dvojice (a, b) redlnych &sel. Této myslienka bola
stcastou snahy mnohych matematikov hladat sposob, ako rozsirit dvojrozmerné ”éfsla” do troch
rozmerov, ale nikto sa to nepodarilo, pricom sa zachovali zakladné algebraické vlastnosti realnych
a komplexnych ¢isel. Rozvoj algebry vektorov a vektorovej analyzy, aki pozndme dnes, bol

prvykrét predstaveny v suboroch pozoruhodnych pozndmok J. Willarda Gibbsa (1839 — 1903).

Historicky boli vektory zavedené v geometrii a vo fyzike (v mechanike) pre veli¢iny, ktoré
maji velkost a smer, ako st posuny, sily a rychlost. Tieto veliciny sd reprezentované geomet-
rickymi vektormi rovnakym sposobom, akym su vzdialenosti, hmotnosti a Cas reprezentované

realnymi ¢islami.
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3. Vysledky vzdelavania

Po absolvovani tejto kapitoly by studenti mali byt schopni:

kategorizovat niektoré bezné fyzikalne veliciny ako skaldry alebo vektory,

reprezentovat vektory pomocou orientovanych useciek,

kombinovat alebo séitat vektory pomocou trojuholnikovej pravidla,

rozlozit vektor na dve kolmé zlozky.
Prerekvizity: Pred zacatim tejto kapitoly by Studenti mali:

e byt obozndmeni so vietkymi zakladnymi pravidlami algebry

4. Teoretické zaklady

Definicia 6.1 Vektor je objekt, ktory mé velkost a smer.

tail

Obr. 6.1:

Geometricky mézeme vektor zobrazit ako orientovani tisecku, ktorej dizka je velkostou vek-

tora a Sipka oznacuje smer. Smer vektora je od jeho konca k jeho zaciatku.
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V grafickom zmysle si vektory reprezentované orientovanymi tseckami. Dizka usecky je
velkostou vektora a smer tsecky je smerom vektora. Avsak, pretoze vektory neuvadzaji ziadne

informaéacie o tom, kde je veli¢ina aplikovana, akakolvek orientovana usecka s rovnakou dlzkou a

smerom bude predstavovat ten isty vektor.
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T 1 1T T 1T 1
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Obr. 6.2:

Kazd4 z orientovanych dseciek na obrazku [ reprezentuje ten isty vektor. V kazdom pripade
vektor zaéina na $pecifickom bode a potom sa pohybuje o 2 jednotky dolava a o 5 jednotiek hore.

Notacia, ktorti pouzijeme pre tento vektor, je:
T = (-2,5)

a kazda z orientovanych tuseciek na tomto obrazku sa nazyva reprezentaciou vektora.

Reprezentacia vektora o = (a1,as) v dvojrozmernom priestore je akdkolvek orientovand
usecka, E, z bodu A = (z,y) do bodu B = (z + a1,y + a2). Podobne, reprezenticia vektora
v = (a1, a2, a3) v trojrozmernom priestore je akékolvek orientovand tsecka, A.B> , z bodut A =
(z,y,2) do bodu B = (x + a1,y + az, z + as).

Reprezentécia vektora U = (a1, a2,as3) zacina v bode A = (0,0,0) a konéi v bode B =
(a1,a9,a3) sa nazyva pozicia vektora z bodu (ay,as,as). Ked hovorime o polohovych vek-
toroch, $pecifikujeme zaciatoény a koncovy bod vektora.

Musime tiez uvazovat ako vygeneroval vektor, ked mame zaciatoény a koncovy bod vektora.

Majme dva body A = (a1,a2,a3) a B = (b1, ba, b3), potom vektor s reprezenticiou 1@ je,

W = (by — a1, by — ag, by — a3)
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We have to be very careful with direction here. The vector above is the vector that starts

—
at A and ends at B. The vector that starts at B and ends at A, i.e. with representation BA is,
W = (a1 — by, as — by, a3 — b)

Tieto dva vektory su rozdielne, a preto musime vzdy venovat pozornost tomu, ktory bod je
zaciatocny a ktory je koncovy. Pri urcovani vektora medzi dvoma bodmi vzdy odpocitavame

zaciatocny bod od koncového bodu.

Definicia 6.2 Velkost alebo dlzka vektora o = (a1,az,a3) je dana vztahom,

17 = Var? + az? + a3

Definicia 6.3 Lubovolny vektor s velkosfou 1, i.e. ||7|| = 1, sa nazyva jednotkovy vektor.
Definicia 6.4 Vektor @ = (0,0,0) s dlzkou 0, t.j. ||@]| = 0, sa nazyva nulovy vektor.

. . . SR o . : , P
Poznamka 6.1 Nulové vektory sa casto oznacuju 0. Musime byt pozorni, aby sme dokazali
Y ; — =, .. . . . —
rozpoznat 0 (¢islo) od 0 (vektor. Cislo 0 oznatuje miesto v priestore, zatial ¢o vektor 0
oznacuje vektor, ktory nemé ziadnu velkost a ani smer.
_>
k

— -
Definicia 6.5 Vektory ¢ = (1,0,0), j = (0,1,0), & = (0,0, 1), sa nazyvaji jednotkové vek-

tory, vektory bézy.

Definicia 6.6 Vektor, ktory m4 rovnaku velkost ako dany vektor 7 a opacny smer k vektoru

/ . L. —
T sa nazyva opa¢ny vektor k vektoru T a oznacuje sa —v .

Definicia 6.7 Vektory sa nazyvaji rovnaké, ak maji rovnaky smer, a opacné, ak maji opacny

smer.

Definicia 6.8 Vektory, ktoré maji rovnaké alebo paralelné smery, sa nazyvaju kolinearne vek-

tory.
Definicia 6.9 Vektory, ktoré maju rovnaky zaciatoény bod, sa nazyvaju koinicélne vektory.
Definicia 6.10 Vektory, ktoré majui rovnaky koncovy bod, sa nazyvaji koterminalne vektory.

Definicia 6.11 Vektor, ktory je zobrazeny paralelne s danym vektorom cez Specifikovany bod

v priestore, sa nazyva lokalizovany vektor.

o6



R/
Co-funded by "’a'
the European Union
MATH 3D GEOVR

Definicia 6.12 Systém vektorov sa nazyva komplandrny, ak ich podporované prieseéniky st

paralelné s tou istou rovinou. Inak sa nazyvaju nekomplanarne vektory.

Poznamka 6.2 Vektory mozu existovat vo vSeobecnom n-rozmernom priestore. VSeobecny
zapis n-rozmerného vektora je

U = (a1,a2,a3,...a,)
a kazdy prvok (a;)’s sa nazyva prvok vektora.

%
Definicia 6.13 Nech @ = (a1,az2,a3) a b = (by,ba,b3) st dva vektory. Sucet tychto dvoch

vektorov je dany nasledujicim vztahom

%
a4+ b = (a1 + b1, a2 + ba, a3 + b3)

Obr. 6.3: Geometricka interpretacia s¢itania dvoch vektorov.

Poznamka 6.3 Niekedy sa to nazyva aj trojuholnikové pravidlo.

Vlastnosti séitania vektorov
o d+ T=7 + @ (komutativnost)
o d+ (? +7)=(d + ?) + ¢ (asociativnost)
e T +0=1 (aditivnost s¢itania)
e @+ -a=0 (sicet opaéného vektora)

(k1 + ko)d = k1 d + ko @ (nédsobenie skaldrom)
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o k(d+ 7) — kT kD (ndsobenie skaldrom)

— — — —
o [+ b|<[d|+|b|ald - b|>]d|-|b]

Definicia 6.14 Nech @ = (a1,a2,a3) a ? = (b1, ba, b3) st dva vektory. Rozdiel dvoch vektorov

je dany vztahom:

%
@+ b = (a1 —by,az — by, az — b3)

54
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Obr. 6.4: Geometricka interpretacia rozdielu dvoch vektorov.

Je trochu tazsie vidief tito geometrickd interpretdciu. Aby sme si to ulahéili, mézeme

namiesto o odéftani vektorov uvazovat o séitani vektorov @ a j{) Prvy krok je, ako uvidime
A . , - . . . , , .
o chvilu, j je rovnaky vektor ako b ale s opa¢nymi znamienkami vSetkych prvkov. Inymi

%
slovami, j mé4 opacny smer ako vektor b . Zapisujeme to @ + (3)

CE

inT3

Obr. 6.5: Geometricka interpretacia rozdielu dvoch vektorov ako ich sucet.
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Definicia 6.15 Nech je dany vektor @ = (a1,a2,a3) a A je skaldr. Potom sicin vektora a

skalarom A je
)\E> = ()\(Zl, )\ag, )\ag)

a nazyvame ho suc¢in vektora so skalarom.

12+

B s O 00
|

A
|

Obr. 6.6: Geometrické interpretacia nasobenia vektora skaldrom.

Ak ) je kladné é&fslo viicsie ako 1 , ktorym budeme nasobit zadany vektor (ak A > 1) alebo
kladné ¢islo mensie ako 1 (ak A < 1) neovplyvni to smer vektora. Podobne, ak A je zdporné
¢islo, ktorym budeme zadany vektor nasobit, smer vektora sa zmeni na opaény a opit sa zmeni
velkost vektora v zdvislosti od hodnoty .

Existuje niekolko aplikécii skaldrneho stéinu. Prvou sd paralelné vektory Dva vektory st
pparalelné, ak maju rovnaky smer alebo ich smer je navzijom opacny.

Predpokladajme, ze d a 3} su paralelné vektory. Ak dva vektory su paralelné, potom musi
existovat ¢islo \ tak, Ze,

T =D

Takze, dva vektory su paralelné, ak jeden je skaldrnym nasobkom druhého.

Dolezité vlastnosti

o N|= )T

° ‘)\6}| = ﬁ
o (Ta)=-1d =-(7)
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Vyssie sme predstavili zdkladny pojem vektora.
Nech

7 - (a/la ag, a3)

Stcet dvoch vektorov mozeme vyjadrit aj

7 = (ala az, a3)

= (al, 0, O) + (0, as, 0) + (0, 0, CL3)
Vyuzitim skaldrneho ndsobenia mozeme dalej vektor zapisat:

@ = (a1,0,0) + (0,az2,0) + (0,0, as)

= a1(07 07 0) + a2(07 1’ O) + CL3(0, 07 1)

Nakoniec si vSimnime, ze tieto tri nové vektory su v podstate tri jednotkové vektory v
trojrozmernom priestore.

-
(a1,a2,a3) =a1 i +agj +ask

% ~ ~
Definicia 6.16 Nech @ = (a1,a2,a3) a b = (b, by, bs) si dva lubovolné vektory. Ich skaldrny
sucin je

%
@ b = aiby + asby + azbs

Poznamka 6.4 Niekedy sa skaldrny sic¢in nazyva aj nasobenie s bodkou. Skaldrny sicin je tiez

prikladom vnitorného stéinu, a preto ho obéas mozete poéut nazyvat aj vnitornym sicinom.

Vlastnosti skalarneho suéinu

—
b =

Nech st dané tri lubovolné vektory @ = (a1,a2,a3), (b1,b2,b3) a 7= (c1,c2,c3). Potom

e T (V+)=a-b+7 -7
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e 7L =17
¢« 7.7 =7
« (M) B =T -0B)=AT-b)

70 =0

eIf @ @ =0thend@ =0

Existuje aj peknéd geometrickd interpretacia skaldrneho sic¢inu. Predstavme si, ze 6 je uhol

. - . . [ . [ s
medzi vektorom @ a vektorom b taky, ze 0 < 000 < Om a ako je zndzornené na obrazku nizsie.

5

Obr. 6.7:

Mozeme sformulovat nasledujtice vety:

Veta 6.1

@B =@ cost

Poznamka 6.5 Vztah na vypocet skalarneho sucinu dvoch vektorov sa ¢asto pouziva prave na

vypocet velkosti uhl, ktory tieto dva vektory zvieraju.

Vypocet skaldrneho suc¢inu ndm poskytuje velmi pekni metédu na urcenie, & s dva vek-
tory na seba kolmé. V praxi na vyjadrenie kolmosti dvoch vektorov ¢asto pouzivame termin

ortogonalne vektory namiesto kolmé vektory.
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Ak st dva vektory ortogondlne, potom ich uhol je 90°. Toto ndm vlastne hovori, Ze ak si

dva vektory ortogonalne, potom
%
T-b =0

Podobne, ak si dva vektory paralelné, potom ich uhol je 0° (vektory maju rovnaky smer)

alebo 180° (vektory maju opacény smer).

Smerové kosinusy

Nech v trojrozmernom priestore je dany vektor d. Tento vektor bude zvieral uhly s osou z(«),s
osouy (B) asosou z (7). Tieto uhly sa nazyvaji smerové uhly a kosiny tychto uhlov sa nazyvaji

smerové kosiny.

g
Y
g
4
x F
Obr. 6.8:

Veta 6.2 Vztahy, ktoré platia pre smerové kosinusy:

— — -
7-i al ,3 E)] ag E)k as
COS¥ = ——=7 = 7= COSP = 7= — 7= CcCOoSYy = =
il |’ [t TTET
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Poznamka 6.6 Niekolko vlastnosti, ktoré platia pre smerové kosinusy:
e Vektor @ = (cosa, cos 3, cos) je jednotkovy vektor.

e Plati, 7ze cos? a + cos? B + cos®y = 1

o @ = ||d||(cosa,cos 3,cos)

Vektorovy sucin

% ~ -
Definicia 6.17 Nech vektor @ = (a1, a2, a3) a vektor b = (by, by, b3) st dva lubovolné vektory.

Vektorovy st¢in tychto dvoch vektorov je dany vztahom:

7 X ? = (agbg — a3b2, a3b1 — a1b3,a1b2 — agbl)

Tento vztah sa zapamitava tazko. Existuji ale dva spdsoby ako si ho mézeme odvodit. Oba
sposoby vyuzivaji skutocnost, ze sa vlastne jednd o vypocet determinantu z matice typu 3 x 3.

Vypocet determinantov je nasledovny:

- = 2

R i 7 k
X b= ar az ag
by by b3

V prvom riadku s jednotkové vektory a musia byt zapisané v danom poradi. V druhom
. . . - . , . - . . «
riadku s1 sdsradnice vektora @ a v trefom riadku siradnice vektora b . Teraz si ukdzeme rozne

sposoby vypoctu:

— a2 ag|— ar as|— ay az|—
dx b = T — j+ k

by by by by by by

Tento vypocet sa d4 pomerne lahko zapamitat. Délezité je uvedomif si, Ze sa tu striedaji

znemienka a ze determinanty z matice typu 2 x 2 neobsahuji stipec pod jednotkovym vektorom.

Poznamka 6.7 Vsimnite si, ze zmena poradia vektorov vo vektorovom stuéine len zmeni znamienka,
vo vysledku. To znamend, ze dva vektorové suc¢iny budi smerovat presne opa¢nymi smermi,

pretoze sa liia iba znamienkom.
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Existuje aj geometrickd interpretacia vektorového suc¢inu. Predstavme si, ze uhol 6 je uhol

_>
medzi dvomi vektormi @ a b, pricom 0 < 6 < 7, potom plati nasledujtice tvrdenie

I T
@ x b f=["a [ b |sin®

, —
axh

Oy

Ry

Figure 6.9:

Ako mozeme z obrazku vidiet, vektorovy siéin je kolmy na oba povodné vektory. Bude to

platit vzdy, az na jednu vynimku, ku ktorej sa dostaneme neskor.

Vieme, ze vektorovy si¢in smeruje nahor (v tomto pripade) podla pravej ruky: Toto pravidlo

hovori, ze ak vezmeme nasu prava ruku a zac¢neme od vektora d a ototime prsty smerom k

- [ . . ‘s I .
vektoru b palec ndm ukaze smer vektorového sicinu. Preto, ak by sme zobrazili b x 7, dostali

by sme vektor smerujici nadol.
— — , ,
Ak @ x b =0 potom vektory dab potom su paralelné vektory.

— — —
Ak @ x b = 0 potom vektorovy sicin vektorov @ x b je kolmy na oba vektory @ a b .

Vlastnosti vektorového suc¢inu

_> ~ ~
Nech @ = (a1,a2,a3), b = (by,be,b3) a 7 = (c1,c2, c3) si lubovolné vektory a A je ¢islo, potom
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e @ (bx)=(Tx1b)-7

ayp ag as
_>
@ (b xT)=|b by b

Ccl1 C2 C3

_)
Predpokladajme, ze méme tri vektory @, b a @ a vytvorme z nich trojrozmerny obraz.

Figure 6.10:

Plocha S z rovnobeznika (dvojrozmernd prednd cast tohto objektu) je dana vztahom

a objem V rovnobeznostena (cely trojrozmerny objekt) je dany vztahom

V=|d (b x7?)|

Poznamka 6.8 Pozor, je potrebné pouzit absolitnu hodnotu, pretoze vysledok sice moze byt
zéporny, ale objem zdporny byt nemoze.
Tento fakt o objeme mézeme vyuzit na zistenie, ¢i tri vektory lezia v rovnakej rovine, alebo nie.

Ak tri vektory lezia v tej istej rovine, objem rovnobeznostena bude nulovy.
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5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Vektory sa vyuzivaji v kazdodennom zivote na pomoc pri lokalizcii ludi, miest a veci. Pouzivaji
sa aj na opis veci, ktoré reaguji na vonkajsie sily, ktoré na ne posobia. Napriklad, hmotnost
pneumatiky auta, ktoré je v pohybe, mé zaciatoéni rychlost, koneént rychlost, zrychlenie,
gravitaéni reakciu, trenie a vdaka svojmu otd¢aniu mé aj moment sily. Kvantita, ktord m4
velkost a smer, sa nazyva vektor. Prvy, druhy a treti Newtonov zdkon je o vztahoch medzi
vektormi, ktoré presne popisuji pohyb telies, ked st vystavené vplyvu vonkajsej sily. Newtonove
zékony pokryvaju siroku skalu javov a mozu sa vyuzit na popis ¢ohokolvek, od lopty vo volnom

pade az po raketu na ceste na Mesiac.
e vojenské vyuzitie
e projektil
e vektor v hrich
e horské drahy
e plaviaca sa lod po rieke
e hranie kriketu

e bocny vietor

Vojenské vyuzitie

Akékolvek delo, ktoré vystreli projektil pouzitim strelného prachu alebo iného typu vybusného
pohonu, je povazované za kanén. Kaliber, dostrel, mobilita, kadencia a uhol strelby kanénov sa
lisia. V zdvislosti od tlohy, ktort méa kazdy typ kanéna zohravat na bojisku, sa tieto charakteris-
tiky kombinuji a vyvazuji v roznej miere. Na to je potrebné pouzit vektor. Vektory rozhoduju,

kam projektil zamieri a kde zasiahne zem.

Projektil

Vektor sa automaticky vyuziva aj v §portoch, ako je basketbal a bejzbal. Hréci na konci bud
zasiahnu ciel, alebo hodia loptu v smere pod uréitym uhlom, pri¢om obe tieto ¢innosti vykonali
vyuzitim svojich vedomosti o vektoroch. Podobne aj v niektorych Sportoch, ako napriklad hod
oStepom, je nevyhnutné posudit uhol, ktory vektor projektilu vytvara so zemou, aby ostep letel

¢o najdalej.
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Vektor v hrach

Vektory sa vyuzivaju pri ukladani informaécii o poziciach, smeroch a rychlostiach v pocitacovych
hrach. Vektor pozicie nam hovori, ako su vzdialené objekty, vektor rychlosti nam hovori, ako
dlho bude trvat, kym sa objekt pohne, alebo aku silu musime aplikovat, a vektor smeru nam

hovori, akym sposobom by sme mali tiito silu aplikovat, aby sme boli v hre tspesni.

Horska draha

Vacsina pohybu pocas jazdy na horskej drahe je reakciou na gravitacnu silu, ktoru vyvija
Zem. Pri navrhovani bezpeénostného systému je nevyhnutné zohladnit vektory sil, zrychlenia a

rychlosti. Tieto vektory su dolezité pri konstrukcii horskej drahy.

Plavba lode po rieke

Ked lod pléva po rieke, rychlost lode a rychlost rieky sa podielaji na celkovej rychlosti lode.
Ked sa zmen{ rychlost rieky, meni sa aj kurz, ktory lod sleduje. Preto musi lodnik uréit uhol,

akym m4 lod rieku preplavat, aby sa dostala priamo ku brehu. Vektor tu zohrdva délezitd dlohu.

Kriket

Ked pélkar udrie do lopticky, uhol, pod akym ju odpéli a rychlost, akou ju udrie, si dolezité
faktory pri urcovani, ¢i lopticka preleti cez hranicu. Ak oba tieto faktory splnia poziadavky na

maximalnu silu, lopticka cez hranicu preleti. Vektor tu op#t zohrava dolezitd tlohu.

Boény vietor

Pojem boc¢ného vetra je ndm znamy. Vietor, ktory fika v smere kolmom na drdhu pohybu,
nazyvame boénym vetrom. Ked lietadlo pristdva, niekedy sa stretne s problémami prave v

dosledku boéného vetra. Pomocou vektora moéze pilot uréit vysledni rychlost a smer pristdvania.

i
r A
~ |

e = ey

. —_— )
horizon —
T

Obr. 6.11: Sily posobiace na lietadlo.
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7 TEMA: Polarne, cylindrické a sférické suradnice

1. Odovodnenie vyberu témy

Rovnako ako v trojrozmernom priestore, Standardny (x,y,z) suradnicovy systém sa nazyva
kartezidnsky sturadnicovy systém. Kedze tento siradnicovy systém nie je vizdy najjednoduchsi
na pouzvanie, budeme sa zaoberat aj niektorymi alternatfvnymi stradnicovymi systémami.

V ramci tejto témy sa predstavuju polarne, cylindrické a sférické suradnice.

Cylindrické suradnice si trojrozmerny suradnicovy systém, ktory vyjadruje body pomocou
vzdialenosti od pevnej osi (z), uhla okolo tejto osi (azimut) a vysky pozdiz osi. Sférické siradnice
vyjadruji body pomocou vzdialenosti od pevného bodu (pévod), uhla od pevného smeru (zenit)
a azimutalneho uhla okolo tohto smeru.

V mnohych pripadoch moézu vypocty zahfhajice cylindrické alebo sférické siradnice byt
efektivnejsie ako tie v kartezidnskych suradniciach. Cylindrické suradnice si intuitivne pre
rota¢ni symetriu — zhodujui sa s na$im prirodzenym chapanim rotécie a vysky. Kym kartezidnske
sturadnice sa ¢asto pouzivaju v kazdodennom zivote kvoli svojej jednoduchej struktire, cylin-
drické a sférické suradnice poskytuji cenny ndstroj na pochopenie a analyzu javov tykajicich
sa cylindrickej alebo sférickej symetrie, rotaéného pohybu alebo priestorovej orientacie. Ich
aplikacie zahinaju Sirokd skalu oblasti, od inzinierstva a navigicie az po fyziku, techniku a

robotiku.

2. Historické pozadie

Historicky vyvoj cylindrickych a sférickych siradnic je spojeny s rozvojom astrondémie, kar-
tografie a navigdcie. Tieto stiradnicové systémy sa vyvinuli pocas storoéi a stali sa nepostradatelnymi
nastrojmi na pochopenie a reprezenticiu priestorovych vztahov v réznych oblastiach. Vyvoj
cylindrickych a sférickych stiradnic mézeme vystopovat az k starovekym civilizaciam. Tieto
suradnicové systémy pravdepodobne vznikli ako nastroje na pochopenie a meranie priestorovych
vztahov v astronémii a navigacii. Pévod cylindrickych stiradnic sa sp4ja so starovekymi gréckymi
matematikmi Apolléniom z Pergy a Hipparchom. Tito vedci aplikovali principy valcovych
stradnic pri stidiu lunarneho pohybu a mapovani no¢nej oblohy, pretoze poskytovali pohodlny
sposob reprezentécie polohy hviezdy vzhladom na nebeskd sféru. Najstarsie zndme pouzitie

sférickych siradnic pochadza od starovekych Grékov. Astronémovia ako Aristarchos zo Samu a
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Hipparchos vyuzivali sférické suradnice na mapovanie poloh nebeskych telies. Ich préaca polozila
zaklady pre rozvoj sférickej trigonometrie, ktora je nevyhnutnd pre vypocty zahinajice sférické
stiradnice. Pocas stredoveku a renesancie sa sférické stiradnice nadalej pouzivali predovsetkym
v astronémii. Astronémovia ako Ptolemaios a Mikuld§ Kopernik ich vyuzivali na vypracovanie
modelov slne¢nej sustavy. Vyndlez astrolabu, naviga¢ného pristroja, ktory vyuzival sférické
stradnice, dalej potvrdil ich vyznam v praktickych aplikdcidch. Sférické siradnice pouzivali aj
prvi ndmornici na urcenie svojej polohy na povrchu Zeme. Zemepisnd Sirka a dizka zodpovedajui
sklony a azimutu. 17. storoéie prinieslo vyznamné pokroky v chapani tohto sturadnicového
systému. Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz vyvinuli kalkulus, ktory poskytol silny
matematicky ramec na analyzu sférickych suradnic. Nasledny vyvoj diferencidlnej geometrie a

vektorového kalkulu eSte viac zdokonalil tedriu.

3. Vysledky vzdelavania
Po absolvovani tohto modulu by mali §tudenti byt schopni:
e vyjadrit body a funkcie v polarnych, cylindrickych a sférickych stradniciach,

e pouzivat konverzné vzorce na prevod siradnic bodov a obory definicif z kartezianskych do

polarnych, cylindrickych a sférickych siradnic a naopak.
Prereqkvizity: Pred zacatim tohto modulu by mali studenti

e byt obozndmeni s pojmami bodov a funkcii dvoch a troch premennych v kartezidnskych

suradniciach.

4. Teoretické zaklady
Polarne suradnice

Zacneme s dvojrozmernym priestorom a predstavime si polarny siradnicovy systém. Stradnicové
systémy nie su vlastne ni¢ iné ako sposob, akym definujeme bod v priestore. Napriklad v
kartezianskom suradnicovom systéme je bod definovany stradnicami (z,y) ), pricom bod defin-
ujeme tak, ze zaCneme v zaciatku suradnicového systému a pohybujeme sa o x jednotiek hori-
zontalne a nasledne o y jednotiek vertikalne. Toto vsak nie je jediny sposob, ako definovat bod
v dvojrozmernom priestore. Miesto toho, aby sme sa pohybovali vertikalne a horizontalne od
zaciatku siradnicového systému k bodu, mozeme ist priamo od za¢iatku az k bodu a potom uréit

uhol ¢ tktory tato priamka zviera s kladnou ¢astou osi z. Ndsledne mozeme pouzit vzdialenost
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r bodu od zaciatku a uhol, o ktory sme museli ota¢at kladnt ¢ast osi z, ako stradnice bodu.

Tento systém sa nazyva polarny siradnicovy systém.

Suradnice v tomto systéme sa nazyvaji polarne suradnice.

Existuje dolezity rozdiel medzi kartezianskymi a polarnymi suradnicami. V kartezianskych
stradniciach existuje presne jedna sada sturadnic pre kazdy bod. V polarnych sturadniciach to
nie je pravda. V polarnych stradniciach existuje doslova nekoneé¢ny pocet stiradnic pre dany

bod. Napriklad, nasledujice Styri body predstavuja rozne siradnice toho istého bodu:

(9= -(+5)- (%)

Tieto styri siradnice reprezentuju rovnaky bod bez toho, aby sme rotovali okolo siradnicovej osi
viac ako raz. Ak umoznime, aby sa uhol oto¢il o lubovolny poéet celych rotacif okolo osi, existuje
nekoneéne vela siradnic pre ten ist§ bod. V skutoénosti, bod (r, ) moze byt reprezentovany

akoukolvek z nasledujticich dvojic stiradnic:
(r, o+ 2mn), (—=ryo+ (2n+ 1)), kde n € Z.

Musime sa zamysliet nad prevodmi medzi tymito dvoma siradnicovymi systémami. Pouzitim
pravouhlého trojuholnika na obrazku vyssie mozeme ziskat nasledujice vzorce na prepocet medzi

polarnymi a kartezidnskymi siradnicami:

T = TCcosp

y = 7rsingp.
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Pre prepocet z kartezidnskych stradnic véimneme si tito velmi uzitoénd rovnicu:

2

2.1 =12

22 +y? = (r cosp)? + (r sing)? = r? (cos? p +sin® ) =7

Odmocnime obe strany rovnice (za predpokladu, ze r je kladné ¢islo), dostaneme r = /x2 + 2.

o . y y rsing .. . . .
Pre ziskanie rovnice pre ¢, zaéneme s = = = tan ¢ a najdeme inverznu funkciu k
T T Cosy

. . ) , . Yo . . .
obom strandm rovnice, dostaneme, = arctan (— . Musime si uvedomit, ze inverzna funkcia
x

tangens nadobiida hodnoty z intervalu —7/2 < ¢ < 7/2. Nezabudnime, Ze existuje aj druhy

uhol, pre ¢ + 7.
Na z4dver mame vztahy na prevod z kartezidnskych stradnic do poldrnych:

r o= Va2 +y?orr? =%+ >

= aretan ()
¢ = arctan|=).
T

Cylindrické suradnice

Cylindricky suradnicovy systém je pomerne jednoduchy, pretoze je to v podstate rozsirenie
9y
polarnych sturadnic do troch rozmerov. Jediné, ¢o sa pridava, je z siradnica, ako tretia siradnica.

Polomer r a uhol ¢ si tie isté ako pri poldrnych stiradniciach. Tu je zobrazenie bodu v R3.

T,

(z,y,2) = (r,e, 2)

W

R
/

{ SRR

Na prevod x a y sa pouzivaji rovnaké vztahy ako pri poldrnych siradniciach. Ak mame dany

bod v cylindrickych siradniciach, kartezidanske stiradnice mézeme ziskat pomocou nasledovnych
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VzZOorcov: conversions:

T = T Cosp
y = rsingp
z = z

Treti vztah je len potvrdenim, Ze z siradnica bodu v kartezidnskych a poldrnych stradniciach
je rovnaka.
Naopak, ak mame dany bod v kartezidanskych siradniciach, jeho vyjadrenie v cylindrickych

suradniciach mozeme ziskat pomocou nasledovnych vzorcov:

r o= Va2+y2orrt=a%+y>
@ = arctan|—
x

z = Z.

Sférické suradnice

Sféricky suradnicovy systém sa sklada z nasledujucich troch veli¢in. Prvou je polomer p, ¢o je
vlastne vzdialenost od zaciatku stiradnicového systému k bodu, a musi platit p > 0. Dalej je to
uhol ¢. Je to ten isty uhol, ako v polarnych/cylindrickych stradniciach. Je to uhol medzi kladnou
¢astou osi  a priamkou oznacenou ako r (je to t4 istd priamka r ko v poldrnych/cylindrickych
suradniciach). Na uhol ¢ nie si kladené ziadne podmienky. A nakoniec je tu uhol 6. Toto je
uhol medzi kladnou ¢astou osi za priamkou od zaciatku siradnicového systému k bodu. Musi
platit 0 < § < 7. Zhrnieme si, Ze p je vzdialenost odzaciatku siradnicového systému k bodu,
je uhol, o ktory musime rotovat od kladnej éasti osi z, aby sme sa dostali k bodu, a je uhol, o

ktory musime rotovat okolo osi z, aby sme sa dostali k bodu. Tu je ndkres bodu v R3.
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L)

(z,y,2) = (p, . 0)

f

Na ziskanie prepoctovych vzorcov zatneme bodom v sférickych siradniciach a spytame sa,
aké st cylindrické stradnice tohto bodu. Takze, ak st (p,p,0) dané, potrebujeme vypocitat
(r,,2). V skutoénosti musime néjst len p a z pretoze ¢ je rovnaké v oboch stiradnicovych

systémoch. Ak sa pozrieme na nakres vyssie, ziskame nasledovny nékres:

z axis

(z,y, 2)

LY

[ 4
&y plane

Vieme, ze uhol medzi osou z a uhlom p je 6 a s trochou geometrie vieme tiez, ze uhol medzi
p aa vertikalnou stranou pravouhlého trojuholnika je tiez 6. Potom, s pouzitim trigonometrie

pravouhlého trojuholnika, dostaneme:

z = pcosb

r = psinf.

74



.0’0 a
Co-funded by ’:ﬂ.
the European Union
MATH 3D GEOVR

A to sd presne tie vzorce, ktoré sme hladali. Takze, ak mdme bod v sférickych stradniciach,

cylindrické stradnice bodu budu:

r = psinf
= ¢
z = pcosb.

Viimnime si, ze ze z Pythagorovej vety dostaneme: p? = r2 + 22.
Dalej, ak chceme ziskal kartezidnske sdradnice toho istého bodu, pouzijeme cylindrické

prepoctové vzorce z predchdadzajicej sekcie a vzorce pre r a z a dostaneme:

xr = psinf cosyp
y = psinfdsingp
z = pcosyp

Tiez vieme, ze ak 7?2 = 22 + y? tak, p?> = 22 + y? + 22. Prepocty bodov z kartezidnskych
alebo cylindrickych suradnic na sférické suradnice sa zvycajne robia pomocou tychto rovnakych

prepoc¢tovych vzorcov.

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

V modernej dobe sa cylindrické a sférické siradnice stali nevyhnutnymi néstrojmi v réznych
oblastiach, ako je fyzika, inzinierstvo a pocitacova grafika. Pouzivaji sa na popis pohybu
castic, modelovanie fyzikalnych javov a reprezentaciu trojrozmernych tdajov. Konkrétnejsie,
cylindrické siradnice sa pouzivaju v dynamike tekutin na vypocet prietokov v potrubiach alebo
vplyv sil na ponorené povrchy, v Strukturalnom inzinierstve sa pouzivaju pri analyze Struktir po-
zostavajucich z kruhovych komponentov ako veze, valce alebo kupoly, v softvérovom inzinierstve,
najméi v 3D grafike a simuldcidch, kde je potrebné digitalne reprezentovat objekty s kruhovymi
alebo valcovymi vlastnostami.

Cylindrické siradnice sa ¢asto pouzivaju na popis geometrie cylindrickych objektov, ako
st riry, hriadele alebo ozubené koless. Tymto sa ulahéuje ndvrh a analyza ich vlastnosti. V
procesoch vyroby, ako je sustruzenie alebo frézovanie, sa cylindrické siradnice pouzivajui na
riadenie pohybu néstrojov pri vytvarani cylindrickych tvarov.

Polia, ako elektrické a magnetické polia, mozu byt lepsie popisané pomocou cylindrickych
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sturadnic, najma pri praci s cylindrickou symetriou, ako st dlhé vodice alebo solenoidy, a pomocou
sférickych suradnic, najmé pri rieSeni symetrickych situdcii, ako s naboje alebo prudy.

Cylindrické a sférické stiradnice sa pouzivajui na analyzu pridenia tekutin okolo cylindrickych
objektov, ako si rury alebo stipy, alebo okolo objektov s gulovou symetriou, ako st bubliny alebo
kvapky.

V problémoch tykajicich sa prenosu tepla mozu byt cylindrické siradnice uzitoéné na analyzu
situdcii s cylindrickou symetriou, ako je vedenie tepla v rure alebo v cylindri.

Robotické ramena ¢asto pouzivaju sférické suradnice na urcenie polohy a orientacie svojho
koncového efektora. To umoznuje presné pohyby a vykonavanie tloh, ako je zvéaranie alebo
montaz.

Spracovanie udajov zo senzorov: Senzory na robotoch alebo autonémnych vozidlach moézu
pouzivat cylindrické alebo sf=rické stiradnice na reprezenticiu tidajov, ako je smer zvuku alebo
poloha objektov; v pripade cylindrickych siradnic si objekty relativne k centralnej osi.

Meteorolégovia pouzivaju cylindrické siradnice na popis veternych vzorcov okolo centralneho
bodu, ¢o poméha pri pochopeni a predpovedani poveternostnych podmienok.

GPS systémy pouzivaju sférické suradnice na presné urcenie polohy zariadenia na povrchu
Zeme. Zemepisna Sirka a dizka st v podstate sférické siradnice, pricom Sirka predstavuje zeni-
tovy uhol a dizka predstavuje azimutalny uhol.

Na urcenie vzdialenosti medzi dvoma bodmi sa pouzivaju sférické siradnice v spojeni s
polomerom Zeme na vypocet najkratsej cesty medzi nimi.

Vo virtudlnej realite sa objekty casto modeluji pomocou sférickych stradnic. To umoziiuje
presné zobrazenie a manipulédciu s trojrozmernymi objektmi.

Astronémovia pouzivaju sférické suradnice na sledovanie poloh hviezd, planét a inych nebeskych
telies. Pravy ascendent a deklinacia su ekvivalentné azimutalnemu a zenitovému uhlu.

Pochopenie obeznych drah nebeskych telies zahfia pouzitie sférickych stradnic na opisanie

ich polohy a rychlosti vzhladom na centrilny bod.

6. Literatura

[1 ]| https://tutorial.math.lamar.edu/
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8 TEMA: Trigonometrické funkcie

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Trigonometria je kritickym odvetvim matematiky, ktord tvori zdklad pre pokrocilé témy vo
vypoctch, fyzike, inzinierstve a architektiure. Je nevyhnutné, aby Studenti ovladali trigonomet-
rické koncepty, ked postupuji vo svojej akademickej a profesiondlnej kariére. Trigonometria
ale moze byt pre mnohych studentov abstraktna a ndroénd, najmé pokial ide o vizualizdciu a
pochopenie prislusnych priestorovych vztahov.

Pouzitie VR pri §tudiu trigonometrie riesi tieto vyzvy tym, ze poskytuje tplne iny zazitok
z ucenia. VR umoziuje Studentom vizualizovat trigonometrické koncepty v troch rozmeroch,
¢o ulahéuje pochopenie zlozitych myslienok. Studenti mézu napriklad manipulovat s uhlami a
trojuholnikmi vo virtudlnom priestore, pozorovat i¢inky zmien v redlnom ¢ase a lepsie porozu-
miet jednotkovej kruznici a jej aplikdciam. Tento interaktivny vizualny pristup pomaha posilnit
ucenie, robi trigonometriu dostupnejSou a putavejSou pre Studentov s roznymi §tylmi ucenia.

Tento modul vyuziva virtudlnu realitu (VR) na vyuébu zdkladnych pojmov trigonometrie.
Studenti budd vtiahnut{ do 3D prostredia, aby preskimali a pochopili vztahy medzi uhlami a
stranami v pravouhlych trojuholnikoch, jednotkovej kruznici a goniometrickych funkciach, ako
su sinus, kosinus a tangens. Sktusenosti s VR umozinuju interaktivne skiimanie tychto konceptov

a poskytuju prakticky pristup k pochopeniu principov trigonometrie.

2. Historické pozadie

Trigonometria (z gréckeho 7piywrov (trigonon) ’trojuholnik’ a perTpor (métron) ’miera’) je
odvetvie matematiky, ktoré sa zaoberd vztahmi medzi uhlami a dizkami strén trojuholnikov.
Prave goniometrické funkcie spajaju uhly pravouhlého trojuholnika s pomermi dizok jeho stran.

Trigonometria mé dlhta a bohatu histériu, ktord siaha az do staroveku. Vznikla v heleni-
stickom obdobi pocas 3. storo¢ia p. n. 1. z aplikdcii geometrie na astronémiu. Stddium
trojuholnikov mozno vysledovat do 2. tisicro¢ia p. n. 1. v egyptskej matematike (Rhindov
matematicky papyrus) a babylonskej matematike. Babylon¢ania a Egyptania pouzivali rané
trigonometrické myslienky na praktické tcely, ako je astronémia a zememeracstvo. Trigonome-
tria prevladala aj v kuSitskej matematike.

Formélne stidium trigonometrie zac¢alo u Grékov, najma dielom Hipparcha okolo roku 150 p.
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n. 1., ktorému sa pripisuje zostavenie prvej zndmej trigonometrickej tabulky. Ptolemaios neskor
rozsiril Hipparchovu pracu a vyznamne prispel k tejto oblasti. V indickej astronémii prekvitalo
studium goniometrickych funkeii v obdobi Gupta, najmi vdaka Aryabhatovi (6. storocie n. 1.),
ktory objavil sinus, kosinus a iné goniometrické funkcie.

Gréci sa zamerali na vypocet akordov, zatial ¢o matematici v Indii vytvorili prvé zndme
tabulky hodnét pre trigonometrické pomery (trigonometrické funkcie).

Trigonometria sa stala samostatnou disciplinou v islamskom svete, kde bolo znamych vsetkych
Sest goniometrickych funkcii. Pocas zlatého islamského veku urobili vedci ako Al-Battani, Abu al-
Wafa a Al-Khwarizmi dalsie pokroky, najmé v sférickej trigonometrii, ktord bola velmi délezita
pre navigaciu a astronémiu. Preklady arabskych a gréckych textov viedli k tomu, Ze trigonome-
tria bola prijatd ako predmet na latinskom zdpade, po¢nic renesanciou s Regiomontanom.

Vyvoj modernej trigonometrie sa posunul pocas zdpadného veku osvietenstva, po¢niic matem-
atikou 17. storocia (Johannes Kepler, Isaac Newton, James Stirling a kol.) a dosiahol svoju
modernt podobu Leonhardom Eulerom (1748). Ich prica pomohla integrovat trigonometriu do
SirSej oblasti matematiky a jej aplikacii vo vede.

Zaclenenim VR do studia trigonometrie tento modul spéja studentov s historickym vyvojom
predmetu a so Spickovou technolégiou stucasnosti. Tento pristup nielen zlepSuje zazitok z ucenia,

ale tiez ilustruje pokracujici vyznam a aplikiciu trigonometrie v modernom svete.

3. Vysledky vzdelavania

1. Porozumenie zakladnych trigonometrickych konceptov:

e Pochopenie goniometrickych pomerov: Studenti by mali byt schopni definovat a
vysvetlit zdkladné trigonometrické pomery — sinus, kosinus a tangens — v kontexte

pravouhlého trojuholnika.
e Aplikdcia pomerov: Studenti by mali byt schopni pouzit tieto pomery na riesenie
jednoduchych problémov tykajucich sa stran a uhlov pravouhlych trojuholnikov.

2. Visualizécia trigonometrickych vztahov:

e Stidium jednotkovej kruznice: Studenti by mali ziskat zédkladné znalosti o jednotkovej
kruznici, vratane toho, ako uhly zodpovedajui suradniciam na kruznici a ako to suvisi

s funkciami sinus a kosinus.

e Interakcia v redlnom ¢ase: Pomocou VR by studenti mali byt schopni vizualizovat,
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ako zmena uhla v trojuholniku alebo na jednotkovej kruznici ovplyviiuje hodnoty

sinus, kosinus a tangens, ¢im sa zlepsi ich priestorové chapanie tychto pojmov.
3. Grafické znazornovanie trigonometrickych funkcif:

e Zékladnd interpretécia grafov: Studenti by mali byt schopni rozpoznaf a interpre-
tovat grafy funkcif sinus, kosinus a tangens, pricom by mali rozumiet ich kldcovym

vlastnostiam, ako je amplitida, peridda a frekvencia.

e Kreslenie grafov: Studenti by mali byt schopni naértnit alebo rozpoznat zikladné

grafy tychto funkcii na zdklade danych idajov alebo simulédcii VR.
4. Aplikécie v redlnom svete:

e Spojenie so scendrmi v redlnom svete: Studenti by mali byt schopni identifikovat
a opisat aspoii jednu aplikdciu trigonometrie v redlnom svete (napr. navigaciu, ar-

chitekttiru alebo fyziku), ako to moze byt demonstrované v prostredi VR.
5. Zlepsens angazovanost a dovera:

e Lepsie porozumenie trigonometrie: Pohlcujtica povaha VR by mala pomoct studentom
citit sa istejsie a zapojit sa do trigonometrickych konceptov, ém sa znizuje tzkost

alebo frustracia ¢asto spojend s u¢enim matematiky.

e Vylepsené zrucnosti pri rieseni problémov: Studenti by mali preukézat zlepsené schop-
nosti riesit problémy tym, Ze svoje pochopenie trigonometrickych pojmov aplikuji na

scenére zalozené na VR alebo jednoduché slovné tlohy.

4. Teoretické zaklady

1. Meranie uhlov v radidanoch

Spolu s praktickym meranim uhlov v supiioch sa v teoretickych otazkach pouziva aj
meranie v radidnoch, hodnota uhla «, ktory je centralny voci obvodu, sa meria pomerom
d[iky [ oblika prilahlom k tomuto uhlu k dizke polomeru r tejto kruznice: a = % A%
tomto merani je jednotkou radidn — uhol, ktory je stredom oblika, ktorého di7ka sa rovna
polomeru kruhu. Jeden radidn sa rovna 57°17°44” .8, ¢o znamend, zZe 1°=0,017453 radidnu.

Prechod z jednej miery do druhej sa uskutoéniuje podla vzorcov:

180
ol = Ta(rad), a(rad) = %ao.

79



R/
Co-funded by "’a'
the European Union

MATH 3D GEOVR

2\

L \r
/ g\

r

2. Trigonometrické pomery

Goniometrické funkcie sa ur¢uji pomocou jednotkovej kruznice z trojuholnika s ostrym
uhlom (pre ostré uhly). Jednotkovéd kruznica je kruznica s polomerom 1 so stredom v

pociatku siradnicovej stustavy. Body 0, A a B tvoria zodpovedajuci trojuholnik.

vA

The coordinates (x,y) correspond to ((cosa, sina)) for a given angle («) as follows:

e Sinus (sin): Definovany ako pomer protilahlej odvesny ku prepone pravouhlého tro-
juholnika:

sina:g:y:AB.
r

e Kosinus (cos): Definovany ako pomer prilahlej odvesny ku prepone pravouhlého tro-
juholnika:
cosazgzx:OB.
T

e Tangens (tan): Definovany ako pomer protilahlej odvesny k prilahle;j:

y AB

tano = = = —,
an o« T OB

Dalsie goniometrické funkcie je mozné definovat na zéklade predchadzajicich definicif:
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e Kontangens (cot): Definovany ako tan:

0B

cota = = —.
@ tanaa AB

e Sekans (sec): Definovany ako prevratena hodnota funkcie cos:

e Kosekans (csc): Definovany ako prevratend hodnota funkcie sin:

csca = — =—.
sina y

Ked sa uhol meni od 0 do 27 (v lubovolnom smere), zodpovedajice hodnoty goniomet-

rickych funkcii si definované podla symetrie a so zodpovedajicimi znamienkami.

J_“ Imu__ gl [l L
PR - A 7] 4504
2 . n
5 ~ 2 : /
1500/ | 1 N
- b , -
o L o
E 4 \\\““;‘ !:’:” [
180°5—t il
o 1 A l,‘aﬁ,«\ TT 2133 1]360°2x
NER T s B
Bt RN
-~ Faa v N b

3
- - T % [~
w N A ] N[N /e
e 25° d x \ s ¢t
Sm in —] 2 gl "
4 C0) 0 j 3000 4 )
= 707
3 t3) LS 3 3

7 definici{ to mozeme lahko usidit, ze

e goniometrické funkcie f(x) =sinz, f(z) = cosz su definované na R;
e goniometrické funkcie f(z) = tanz a f(z) = secz, st definované na R\ {%, vk € Z};

e goniometrické funkcie f(x) = cotz and f(z) = cscz, su definované na R\ {km,Vk €

Z};

e goniometrické funkcie f(x) = sinzx, f(z) = cosz, f(x) = secx, a f(x) = cscx su

periodické s periédou 27: f(x) = f(x + 2kw),Vk € Z, i.e.
sin(2km + ) = sinx, cos(2km + x) = cos z,
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sec(2km + x) = secx, csc(2km + x) = cscx

e goniometrické funkcie tan = a cot z si periodické s periédou m: f(z) = f(z+km),Vk €

Zi.e.

km km
tan 74—1’ =tanzx, cot 7+x = cotx.
e goniometrické funkcie cosz a secx st parne: f(—x) = f(x),Va € Dy;

e goniometrické funkcie sin z, csc x, tan z, a cot « st neparne: f(—x) = —f(z),Vr € Dy;

e pre vietky x € R, plati
—1<sinx <1; =1 <cosx < 1;

e pre vSetky x € Dy, obor hodnét tanx a cot z je —oo to +00;

e pre vietky € Dy, obor hodnot secx a cscz, je (—oo, —1) [ J(1, 4+00).
Zakladné trigonometrické identity:

e Pythagorova identita: sin?z + cos? z = 1;

e sinxcscx =1, cosxsecx = 1;

2

o sec’+ —tan?z =1, csc?z —cot’zx = 1.

Vyjadrenie jednej goniometrickej funkcie pomocou inej:

o siny =1 —cos?y = 2L — 1

Vittan2z = V1+cot?z’

e cosz=+/1—sin’z = L = ootz

Vittan2z =~ V1+cot?z’

i V1—cos?z D) 1
e tany = 2L — =+vseclxr — 1= ———;
\/1*Sin2x cosT Vese2z—1"
o coty = YIS’ cosz 1 =+eselr — 1
sinz V1—cos? z VsecZ z—1 '

3. Vzorce pre sucet a rozdiel uhlov:

e sin(z £ y) = sinz cosy + cos x sin y;

e cos(x +y) = cosxcosy F sinzsiny;

tanxttany |,

o tan(z +y) = T¥tanz tany’

_ cotxcotyFl
s COt(‘T + y) ~  cotytcotx *

4. Vzorce pre dvojnasobny uhol:
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e sin(2zx) = 2sinz cos x;

e cos(2z) = cos® z — sin? x;
o tan(2z) = 1312?12%’
e cot(2x) = Cgtjofi;l.

5. Vzorce pre polovi¢ny uhol:

o sin(3) = /31 — cosa);
e cos(g) = \/m;

o tan(§) = /(e = Lgsr — sine
o cot(§) = \/{{remy) = Lheonr — sine_,

6. Sucet a rozdiel goniometrickych funkeii

e sinz +siny = 2sin(%5Y) cos(L5Y);

e sinx —siny = 2COS(xT+y) sin(%5Y);

® CosT + cosy = QCOS(L;y) cos(F);

e cosz — cosy = —2sin(ZHY) sin(%HY);
sin(zty) |

e tanx +tany = cosx cosy’

sin(z+y)

e cotx £coty = isinxsiny'

7. Suciny niektorych goniometrickych funkcii:

e sinxsiny = %[cos(a: —y) —cos(xz +y)l;

e coszcosy = 3[cos(z — y) + cos(z + y)];

e sinzcosy = 3[sin(z — y) + sin(z + y)].

8. Druhé mocniny niektorych goniometrickych funkcii:

o sin”z = §[1 —cos(2z)];  cos®z = 3[1 + cos(2z)].

9. Grafy zakladnych goniometrickych funkcii:

o Graf funkcie sin z:
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o Graf funkcie cos x:

o Graf funkcie tan x:

-2x -1|5n -n -0

I I
I I
I |
I |
Sn 0 fn n i fn 2%
I |
I |
| |

o Graf funkcie cot x:

|
I
|
I
_?l = =
|
|
I

Priklady

o Nakreslite graf funkcie y = tan(z — ).
Riesenie. Hladany graf dostaneme z grafu funkcie y = tan 2 posunutim doprava v smere
osizo%:
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e Nakreslite graf funkcie y = sinz + 1.

y o 1

e Nakreslite graf funkcie y = 3 cot z.

%

MATH 3D GEOVR

RiesSenie. Hladany graf dostaneme z grafu funkcie y = sin x posunutim hore v smere osi

RieSenie. Hladany graf dostaneme z grafu funkcie y = cot z natiahnutim v smere osi y

trikrat (vzdialenost kazdého bodu grafu od osi x sa strojnasobi):

hf ,
\ v=3 cotx | \
\

o Nakreslite graf funkcie y = —cos(z + %).

RieSenie. Dany graf zostrojime z grafu funkcie y = cos(x + %) prevritenim okolo osi z:
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) I
3)

ﬁ\/‘\/’;\;\/\/ﬁ\’;
_y/\.::_//.;w/\o\s:/) T

j T Y x
.r=cos|x—— r 4 .r=—cos,x—} |

Inverzné funkcie ku goniometrickym funkciam

Inverzné goniometrické funkcie k zékladnym goniometrickym funkcidm: sinus, kosinus, tangens,
kotangens, sekans a kosekans si zvycajne oznacované ako arcsin, arccos, arctan, arccot, arcsec
a arccsc, umoznujui ndm urcit uhol, ktory zodpovedd danému trigonometrickému pomeru.

Napriklad, ak sin# = z pre nejaky uhol #, potom moze byt uhol vyjadreny ako:
0 = arcsin(z).

Kazda inverznd trigonometrickd funkcia mé obmedzeny obor hodnét, aby sa zabezpecilo, ze
je dobre definovand a prosta. Tieto obory hodnot su zvolené tak, aby kazda inverzna funkcia

zachytévala jeden Uplny cyklus povodnej funkcie. Konkrétne obory hodnot su nasledovné:
e arcsin(z) : [-1,1] = [-3,5],
e arccos(z) : [—1,1] — [0, ],
e arctan(z) : R — (—5,5).

Vztah medzi goniometrickou funkciou a jej inverznou funkciou je definovany oborom hodnét
povodnej funkcie a definiécnym oborom inverznej funkcie. Napriklad funkcia sin(z) je definovana
pre vietky redlne hodnoty z, ale obor hodnot sin(x) je medzi [—1,1]. V dosledku toho je inverzna
funkcia arcsin(z) definovana len pre € [—1,1] a vytvara uhol v obmedzenom obore hodnét
eI

Toto obmedzenie oboru hodnét inverznej funkcie poméha vyriesit nejednoznacénosti. Kedze
goniometrické funkcie si periodické, bez tohto obmedzenia nie st prosté.

Inverzné goniometrické funkcie zohravaju klicovi dlohu pri rieseni rovnic, kde uhly musia
byt uréené zo zndmych goniometrickych hodnét. Aplikicie tychto funkcif siahaji do réznych

oblasti, ako je fyzika, inzinierstvo a informatika, najmsi v kontextoch, kde je potrebné uréit uhol.
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Inverzné goniometrické funkcie majui aplikacie v roznych oblastiach, vratane fyziky, inzinierstva

a pocitacovej grafiky, kde je ur¢ovanie uhlov zo zndmych pomerov nevyhnutné.

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Trigonometria sice nema svoje priame aplikacie pri rieSeni praktickych problémov, ale vyuziva sa
v roznych oblastiach, ktoré médme radi. Napriklad hudba, zvuk sa Siri vo vlnach a tento vzorec,
aj ked nie taky pravidelny ako funkcie sin alebo cos, je stdle uzitoény pri vyvoji pocitacovej
hudby. Poécita¢ zjavne nemdze pocivat a chdpat hudbu ako my, takze poéitace ju matematicky
reprezentuji pomocou jej zédkladnych zvukovych vin. A to znamend, 7ze zvukari musia poznaf
aspon zaklady trigonometrie. A dobrd hudba, ktoru tito zvukéri produkuji, sa pouziva na to,

aby ndas upokojila v Zivote plného stresu — to vietko vdaka trigonometrii.

1. Trigonometria v astronémii. Ludi vzdy pritahoval vesmir. Astronémia bola hna-
cou silou pokroku v trigonometrii. Vag¢sina skorych objavov v trigonometrii stuvisela so
sférickou trigonometriou, hlavne kvoli jej aplikdcii v astronémii. Tri hlavné postavy, o
ktorych vieme vo vyvoji gréckej trigonometrie, si Hipparchos, Menelaos a Ptolemaios.
Pravdepodobne existovali aj ini autori, ale postupom ¢asu sa ich diela stratili a ich mena
sa zabudli. Ako daleko st hviezdy? Pocas celého roka sa Zem toci okolo Slnka a zd4 sa, ze
zdanlivé poloha hviezdy sa mierne posiva voci hviezdam, ktoré si ovela dalej. Tento jav
mozete pozorovat celkom jednoducho. Natiahnite ruku pred seba palcom nahor. Potom
sa na to pozrite najprv lavym a potom pravym okom. Mozete si vSimnut, Ze prst meni
polohu. Ak priblizite prst k o¢iam, posun vo vztahu k pozadiu bude vicsi. Nase oéi si
umiestnené v urcitej vzdialenosti, a preto priame ¢iary, ktoré mentalne kreslime od prsta
k o¢iam, vytvaraji uhol. Ako pokrac¢ujeme v tychto rovinkach, ndjdeme dve rézne polohy
prsta. A uhol medzi nimi bude zdvisiet od toho, ém blizsie je prst k o¢iam. Tento jav je
znamy ako paralaxa. Astronémovia odhaduji vzdialenost k blizkym objektom vo vesmire

pomocou tejto metddy, ktord sa nazyva hviezdna paralaxa alebo trigonometricka paralaxa.

2. Trigonometria pri merani vysky budovy alebo hér. Trigonometria sa d4 pouzit na
meranie vysky napriklad hor: ak poznéte vzdialenost, z ktorej pozorujete, a uhol elevécie,
lahko urcite vysku hory. Rovnako, ak méte hodnotu jednej strany a uhla sklonu z vr-
cholu kopca, mozete najst druhi stranu v trojuholniku, staéi vediet jednu stranu a uhol
trojuholnika. Podla overenych faktov americki vedci tvrdia, ze na urcenie vzdialenosti

k akémukolvek objektu nas mozog najprv odhadne uhol medzi rovinou pohladu a rovi-
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nou zeme. Vo vSeobecnosti nie je myslienka “merania uhlov” nova. Vzdialené predmety
vy$Sie v zornom poli nakreslili maliari starovekej Ciny, pricom trochu zanedbavaja zakony
perspektivy. Arabsky vedec jedendsteho storocia, Alha-zen, sformuloval tedriu uréovania

vzdialenosti odhadom uhlov.

3. Trigonometria v stavebnictve. Pri stavbe budov, ciest, mostov atd. ludia potrebuju

trigonometriu, aby:

e zmerali polia, pozemky a plochy;

e zmerali vysku budovy, Sirku, diiku, atd.

e postavili steny rovnobezné a kolmé;

e polozili keramické dlazdice;

e navrhli sklon strechy a podobne.
Architekti pouzivaju trigonometriu na vypocet strukturalneho zatazenia, sklonov strechy,
povrchov pédy a mnohych dalsich aspektov, vratane tienenia a svetelnych uhlov.

Trigonometriu mozno nazvat géniom architektiry, vacsina budov, ktoré pozname, bola

navrhnuté prave vdaka nej. Niektoré zndme priklady takychto budov si:

e Mary Axe v Londyne:
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e ReStaurdcia v Los Manantiales v Argentine:

e Bodegas Isios vinarstvo v Spanielsku:

=

4. Trigonometria v letectve. Letovi inZinieri musia brat do tvahy rychlost letu, vzdi-
alenost a smer spolu s rychlostou a smerom vetra. Vietor hra délezitt dlohu v tom, ako a
kedy lietadlo prileti tam, kde je to potrebné, toto sa riesi pomocou vektorov na vytvorenie

trojuholnika pomocou trigonometrie.

5. Trigonometria v bioldgii. Jednou z charakteristickych ¢t zivej prirody je cyklicky
charakter vacsiny procesov v nej prebiehajicich. Medzi pohybom nebeskych telies a zivych
organizmov existuje stvislost. Biorytmy st pomerne pravidelné zmeny povahy zivého orga-
nizmu a intenzity jeho biologickych procesov. To je bezné vo vsetkych zivych organizmoch
a schopnost robit takéto zmeny sa dedi. Tento jav moZno pozorovat tak v jednotlivych
bunkach, ako aj v celych populacidach zivych organizmov. Biologické rytmy sa delia na

ekologické (zhodujice sa s rytmom prostredia) a fyziologické (obdobia od zlomkov sekundy
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po niekolko minut). Z ¢asového hladiska mézu byt biorytmy sezénne, roéné, denné a pod.

Pomocou goniometrickych funkcii je mozné zostavit aj model biorytmov.

Morski biolégovia ¢asto pouzivajui trigonometriu na stanovenie merani. Napriklad zistit,
ako drovne svetla v roznych hibkach ovplyviiuju schopnost rias fotosyntetizovat. Trigonome-
tria sa pouziva na zistenie vzdialenosti medzi nebeskymi telesami. Morski bioldgovia
tiez vyuzivaju matematické modely na meranie a pochopenie morskych zivocichov a ich
spravania. Morski biolégovia mézu pouzit trigonometriu na uréenie velkosti volne zZijicich

zvierat na dialku.

6. Trigonometria v navigacii. Trigonometria sa pouziva na nastavenie smerov, ako je
sever, juh, vychod a zdpad. Povie vam, akym smerom sa méate vybrat pomocou kompasu,
aby ste sa dostali priamo na miesto. Pouziva sa v navigécii na urcenie polohy. Pouziva sa

aj na zistenie vzdialenosti brehu od bodu v mori. Pouziva sa aj na videnie horizontu.

7. Trigonometria vo videohrach. Predstavte si hraca, ktory hladko kize po blokoch cesty.
V skuto¢nosti neskédce rovno pozdiz osi y, je to mierne zakrivend draha alebo parabolicka
draha, ktorou sa snazi prekonat prekdzky na svojej ceste. Preskoéit tieto prekdzky mu
pomaha trigonometria. Herny priemysel je o IT a pocitacoch a trigonometria je pre tychto

inzinierov rovnako dolezita.
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9 TEMA: Neeuklidovska geometria

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Neeuklidovskd geometria (NEG) poskytuje alternativny a podnetny pohlad na zdklady ax-
iomatiky, pricom zdsadne meni nase chapanie geometrie (Coxeter, 1965). Tym, ze spochybriiuje
hlboko zakorenené predpoklady euklidovskej geometrie, NEG otvéra priestor na rozvoj pokrocilych
kognitivnych schopnosti, ktoré si nevyhnutné v matematickom vzdelavani a SirSom vedeckom
badani. Pri praci s neeuklidovskymi geometrickymi modelmi sa studenti aktivne konfrontuja
s obmedzeniami euklidovskych ramcov, ¢o ich miti kriticky analyzovat rézne modely. Tento
proces posiliiuje ich logické a kritické myslenie a podporuje tvorivé rieSenie problémov, ¢o je
neocenitelné pre vedecké inovécie (Buda, 2017; Sukestiyarno a kol., 2023; Kranz a kol., 2014).

Skumanie neeuklidovskych priestorov je obohacujuce, pretoze pontika situacie, ktoré popieraju
obvykla euklidovskid intuiciu, ako napriklad geometria zakrivenych povrchov v hyperbolickych
alebo eliptickych kontextoch.

Euklidov piaty postulat, ¢asto formulovany ako Playfairov postulat, tvrdi, ze pre kazdua
priamku [ a bod A ¢ [ existuje prave jedna priamka s, ktord obsahuje bod A € s a je
rovnobeznd s . 'V neeuklidovskych geometridch to vSak neplati. Hyperbolickd geometria
umoziuje nekoneéne mnoho rovnobeznych priamok s [ prechddzajicich bodom A, zatial ¢o
eliptickd geometria neumoznuje ziadne. Tento odklon od euklidovskej normy nuti studentov
prehodnotit, ¢o znamend priestor, "priamka” alebo “rovina”, ¢o je mentdlne naroéné, no mi-
moriadne prinosné z hladiska intelektualneho rozvoja. NEG tiez zdéraznuje silu axiomatického
pristupu, ¢o je metdda, ktord je zakladom vedeckého pokroku v réznych oblastiach poznania.
Praca s alternativnymi axiomami a skimanie toho, ako malé zmeny v zakladnych predpokladoch
vedu k tplne odlisnym matematickym Struktiram, umoziuje studentom pochopit geometriu a
ocenit rigoréznost formalnych metéd. Tieto skisenosti si neocenitelné v pokrocilych studidch,
ako su topoldgia, diferencidlna geometria a teoreticka fyzika (napriklad geometria ¢asopriestoru),
kde sa tieto metédy uplatnuji. V edukaénych kontextoch, najmé v dynamickych prostrediach,
ako je GeoGebra, alebo v projektoch zalozenych na virtualnej realite, méze byt NEG vizual-
izovand sposobmi, ktoré tradiéné euklidovské konfigurdcie nedokdzu zachytit. To umoziuje
budiicim uécitelom a Studentom interaktivne skimaf tieto zlozité koncepty. Prostrednictvom

projektov podporujicich modelovii analyzu a spolupracu moézu studenti vnimat NEG nielen
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ako abstraktni alebo neobvykli oblast matematiky, ale ako stimulujici a nevyhnutny aspekt

matematického badania s priamymi doésledkami pre vedecké a technologické oblasti.

2. Historické pozadie

Po mnoho storoc¢i bola euklidovska geometria povazovand za idedlny model “redlneho sveta”.
Avsak piaty postulat, znamy ako postuliat o rovnobeznosti, sa stal predmetom debaty medzi
matematikmi. Mal by byt povazovany za postuldt alebo za vetu? Mnohé pokusy o jeho
dokédzanie zlyhali. Medzi priekopnikov patri Carl Friedrich Gauss, nazyvany ”princ matem-
atikov,” ktory vykonal vyznamny vyskum v oblasti neeuklidovskej geometrie, hoci sa rozhodol
svoje vysledky nezverejnit (Coxeter, 1977). Dalsim vyznamnym prispievatelom bol madarsky
matematik Janos Bolyai, ktory formuloval verziu neeuklidovskej geometrie, ktori nazval ab-
solitna geometria (Gray, 2004). Bolyai svoje objavy zdielal so svojim otcom Farkasom Bolyaiom,
ktory ho dorazne povzbudzoval k ich publikovaniu. Nezéavisle a priblizne v rovnakom c¢ase
rusky matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij vyvinul podobni formu neeuklidovskej geometrie,
ktord nazval imagindrna geometria (Bonola, 1955). Praca tychto matematikov ukézala moznost
vytvorit koherentné geometrické (axiomatické) systémy, ktoré vyluéuji postulat o rovnobeznosti,
¢o viedlo k vzniku a rozvoju neeuklidovskych geometrickych systémov. Objav neeuklidovskych
geometrif mal dalekosiahle dosledky, ktoré spochybnili dlhodobé presvedéenie, ze euklidovsks

geometria je jedinym platnym opisom priestoru, v ktorom zijeme.

3. Vysledky vzdelavania
Po absolvovani tohto modulu by mali studenti:

e Pochopit, ako zmeny axiém vedid k vyvoju tplne novych geometrickych struktir, ¢im sa

prehibi pochopenie povahy matematickych systémov;

e Rozvintt kritické myslenie prostrednictvom porovndvania a kontrastovania euklidovskej a

neeuklidovskej geometrie, ¢o podporuje schopnost skiimat zavedené predpoklady:;

e Zlepsit deduktivne myslenie prostrednictvom dokazov a viet platnych iba v neeuklidovskych

Struktirach, ¢o umozinuje vyvoj komplexnejsich logicko-deduktivnych konstruktov;
e Analyzovat a hodnotif viaceré geometrické modely, pochopit ich silné a slabé stranky;

e Zlepsit priestorové vnimanie rieSenim neintuitivnych konceptov, ako s zakrivené priestory

a rovnobezky spravajuce sa odlisne od tych v euklidovskom priestore;
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e Prepojit principy neeuklidovskej geometrie s aplikdciami v redlnom svete;

e Posilnit tvorivé rieSenie problémov rieSenim naro¢nych a neznamych geometrickych situdcif,

ktoré odporuju Standardnej euklidovskej intuicii;

e Ziskat pochopenie klucovych konceptov pre pokrocilé stidis v oblastiach, ako si topolégia,

diferencidlna geometria a fyzika,

e Rozvijat ocenenie struktirovanej a podnetnej sily matematického myslenia, pricom si uve-
domuj, ze rozne predpoklady moézu viest k rovnako platnym, ale odlisnym matematickym

Struktidram;

e Rozpoznat historicky a filozoficky vyvoj geometrie, obozndmit sa s prinosmi matematikov
ako Gauss, Bolyai a Lobacevskij k NEG a pochopit dopad neeuklidovskej geometrie na

vedecké myslenie.

Prerekvizity: Predpokladmi pre tento modul st (1) znalost euklidovskej geometrie vratane
jej axiéom a konceptov, ako su rovnobezné ciary, trojuholniky a sucty uhlov, pretoze neeukli-
dovskd geometria na tychto principoch stavia a kontrastuje s nimi; (2) skisenosti s metédami
matematickych dokazov, vratane priamych dokazov, dokazov sporom (3) Porozumenie siradnicovym
systémom a algebraickym reprezentdcidm geometrickych objektov, kedze tieto nastroje sa Gasto
pouzivaju pri analyze hyperbolickych a eliptickych modelov; (4) Zakladné znalosti trigonomet-

rickych funkci{ a identit.

4. Teoretické zaklady

Definition: Axiomaticky systém je logicky rdmec, ktory za¢ina mnozinou postuldtov, teda
tvrdeni povazovanych za pravdivé bez dokazu. Tieto postulaty sluzia ako vychodiskovy bod,

z ktorého je mozné logicky odvodif dalsie tvrdenia (vety). Euklidovskd geometria je zalozend

na piatich zakladnych postulatoch, ktoré tvoria jej zaklad. Vsetky vety v tomto systéme su
odvodené logickym uvazovanim z tychto postulatov. Tieto postulaty predstavuju zdklad, na

ktorom je postavena celd Struktira euklidovskej geometrie.

Pit euklidovskych postulatov
1. Postuldt o priamkach: Je mozné viest priamku cez lubovolné dva body.

2. Postulat o predfiem’ priamky: Akykolvek dsek priamky je mozné predfiif neobmedzene

v oboch smeroch.
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3. Postuldt o kruhoch: Je mozné opisat kruh s lubovolnym stredom a polomerom.
4. Postulat o pravych uhloch: Vsetky pravé uhly st navzajom rovnaké.

5. V Postulat: Ak priamka pretina dve iné priamky tak, ze vnitorné uhly na jednej strane
su mensie ako dva pravé uhly, tieto dve priamky, ak sa predfiia, sa stretnu na tej strane,

kde st uhly mensie ako dva pravé uhly.

Pri skiimani tychto piatich postulatov si vSimneme, Ze piaty postuldt sa svojou povahou lisi
od ostatnych. Je zlozitejsi a nemd rovnaku intuitivnu troven ako zvysné styri. Tento postulat je
mozné preformulovat do ekvivalentného tvrdenia, a preto sa piaty postuldt éasto oznacuje ako
postulat o rovnobezkach, ktory uvadzame nizsie. Z tohto dévodu sa terminy “Euklidov piaty

postulét” a “Postulat o rovnobezkach” ¢asto pouzivaju zamenitelne.

5. Postulat o rovnobezkach: Ak je dand priamka a bod neleziaci na nej, existuje prave

jedna priamka rovnobezna s danou priamkou, ktord prechadza tymto bodom.

Matematici sa po celé stdroc¢ia pokusali odvodit piaty Euklidov postuldt z prvych styroch,
¢asto pridanim “zjavného” predpokladu, ktory sa neskor ukézal byt ekvivalentny piatemu pos-
tuldtu. Medzi vyznamné pokusy patrili Proklov predpoklad o vzdialenosti, Wallisova tedria
podobnych trojuholnikov, Saccheriho skiimanie §tvoruholnikov a analyzy ne-Euklidovskych moznosti
od Lamberta a Kliigela.

V 19. storoci vSak nastal prelom: namiesto snahy o vyvratenie piateho postuldtu matem-
atici prijali alternativu, v ktorej mozu cez dany bod prechddzat viac ako jedna priamka
rovnobezna s danou priamkou. Tento posun v mysleni viedol k rozvoju hyperbolickej geometrie,
ktord priniesla nové, prekvapivé vlastnosti, ako napriklad zakrivené priamky, ktoré zostédvaju
rovnobezné, a trojuholniky so sti¢tom vnitornych uhlov mensim ako 180 stupniov. Hyperbolicka
geometria sa ukdzala byt koherentnou alternativou k euklidovskej geometrii.

Gauss, Lobachevskij a Bolyai nezédvisle polozili axiomatické zdklady tejto novej geometrie.
Gauss v8ak svoje vysledky nezverejnil, pretoze ocakaval vyrazni kontroverziu v akademickej
obci. Povzbudeny svojim otcom, Janos Bolyai publikoval svoju pracu o hyperbolickej ge-
ometrii v roku 1832, kratko po Lobachevského skorsej publikdcii v roku 1829. Aj ked tito
priekopnici nepreukdazali matematicki konzistenciu svojho systému, verili v jeho logicku ko-

herenciu a spolahlivost.
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Modely hyperbolickej roviny

Modely hyperbolickej roviny Nasleduje analyza najc¢astejSie pouzivanych modelov hyperbolickej
roviny, pricom zdoraznime zakladné hyperbolické pojmy a ich interpretdciu v kontexte eukli-

dovskej geometrie.

e Poincarého model

Tabulka 1 predstavuje Poincarého model, pricom zdéraziuje zdkladné hyperbolické pojmy a ich

zodpovedajicu interpretaciu.

Hyperbolicky pojem Interpretacia

Bod Bod vo vnutri danej euklidovskej kruznice C
Priamka Priemer kruznice C alebo ¢ast kruznice C
rovina vnutro kruznice C

Tabulka 1: Poincarého model.

Model Poincarého disku ma historicky vyznam, pretoze bol rozhodujici pri ukazovani re-
lativnej konzistencie hyperbolickej geometrie v porovnani s euklidovskou geometriou.

V tomto modeli miera uhla, uréend v euklidovskych podmienkach, priamo koresponduje s
mierou hyperbolického uhla. Vztah medzi hyperbolickymi a euklidovskymi vzdialenostami je
vsak ovela zlozitejsi. V podstate v hyperbolickom pripade nie st mierky vzdialenosti rovnomerné

a zdaju sa byt vicsie, ked sa priblizujd k hranici C, ¢o odréza povahu hyperbolického priestoru.
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e Kleinov model

Kleinov model je velmi podobny Poincarého modelu, pozri tabulku 2, s pouzitim lahsie vizual-
izovatelnej interpretacie primitivnej termickej Giary, avsak v Kleinovom modeli sa ani uhlové

merania nezhodujui so zodpovedajicimi euklidovskymi meraniami.

Hyperbolicky pojem Interpretacia

Bod Bod vo vnutri danej euklidovskej kruznice C
Priamka Otvorena tetiva kruznice C
Rovina Vnutro kruznice C

Taulka 2: Kleinov model

e Model polroviny

Model polroviny, podobne ako Poincarého model, mé velky historicky vyznam vo vyvoji hy-
perbolickej geometrie, premostuje rozne odvetvia matematiky a stanovuje legitimitu neeukli-
dovskych geometrii. V tomto modeli si body reprezentované bodmi umiestnenymi v hornej
polovici kartezidnskej roviny a Ciary su reprezentované ako vertikdlne lice a polkruhy kolmé na

hraniéni aru (pozri tabulku 3).

Hyperbolicky pojem Interpretacia

Bod Bod v H = {(x,y) € R?: y > 0}.
Priamka Podmnozina H z ,L alebo .L,, kde

oL={(z,y) eH: x=a}, aeRa

Ly ={(z,y) eH: (z—C)P?+y?> =1}, ceRaeRT
Rovina H
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Tabulka 3: Model polroviny

V tomto modeli st uhly merané pomocou euklidovskych konceptov zachované ako hyperbol-
ické uhly. Korespondencia medzi euklidovskymi a hyperbolickymi vzdialenostami je vsak tiez
netrividlna. Vzdialenosti v hornej polrovine vykazuju efekt skdlovania a zd4 sa, ze sa nekonecne
natahujd, ked sa blizia k horizontdlnemu limitu, ktory slizi ako “Giara v nekoneéne”. Toto
zachytava nerovnomernu povahu vzdialenosti v hyperbolickom priestore, ako v inych modeloch,
o ktorych sme diskutovali vyssie.

Je dolezité si uvedomif, Ze napriek rozdielom st vSetky modely hyperbolickej geometrie

izomorfné.
Veta 9.1 Visetky modely hyperbolickej geometrie si izomorfné.
Odteraz budeme pracovat v rdmci polorovinového modelu Poincaré.

Definicia 9.1 Asymptotické paralelné priamky (alebo limitné paralelné priamky) si pri-
amky, ktoré sa

nekone¢ne priblizuji, ale nikdy sa nepretinaji, stretdvaju sa v okrajovom bode v nekonecne,
teda v nevlastnom bode. Ultraparelélne priamky su dve priamky, ktoré sa nepretinaji a nie

st asymptoticky paralelné.

V euklidovskej geometrii sme zvyknuti na pojem vzdialenosti medzi dvoma bodmi, ktory je
definovany ako dizka priamky, ktord ich spija. Avsak, ked vstipime do oblasti hyperbolickej
geometrie, tento klticovy pojem prechddza vyraznymi zmenami. V tomto pripade sa vzdialenosti
pocitaju v ramci, ktory reSpektuje vlastnosti hyperbolického priestoru a zaroven vyzvou pre nasu

intuicie. Hyperbolickd rovina pontika bohatu struktiru, v ktorej musi vzdialenost zodpovedat jej
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postuldtom. V tomto nastaveni, ako sme uz spomenuli, pozri Tabulku 3, “priamka” nemusi vzdy
vyzerat priamo, a “tradi¢né vzorce merania” nebert do ivahy vnttorni krivost hyperbolického
priestoru. Zavedenie hyperbolickej vzdialenosti ndm umoziiuje pozerat sa na nové geometrické

vztahy a skumat zaujimavé vysledky, ktoré sa lisia od tych, ktoré pozndme v euklidovskej

geometrii.

Definicia 9.2 Hyperbolickd vzdialenost, dj, medzi hyperbolickymi bodmi P a Q je dand

nasledovne,
(|, PAPB 4 ¢p
ln’ if P, Q Er Lc P! "
QA QB ”
dn(P,Q) = 1°
lnP:C if PQ €y L
QC -_.":i";_ ........................................ | REEERE SA _4_-,_._._

kde PA sznamend euklidovski vzdialenost medzi bodmi P a A, a In oznacuje prirodzeny logar-
itmus.
The hyperbolicky uhol ktory vznika hyperbolickymi segmentmi spajajicimi body P s @ a P

s R, je uhol tvoreny dotykovymi priamkami tychto segmentov.

Ako uz bolo spomenuté, velkou vyhodou modelu hornej polovice roviny je jeho konformita.
Miera hyperbolického uhla je presne rovnaka ako euklidovskd miera uhla vytvoreného dvoma
krivkami. V euklidovskej geometrii stic¢et vnitornych uhlov trojuholnika je vzdy 180° (v «

radidnoch), takze defekt je vzdy nula, ale v hyperbolickej geometrii to nie je pravda.

Veta 9.2 V hyperbolickej geometrii je sucet vnitorngch uhlov akéhokolvek trojuholnika vidy

mensi ako m radidnov (180°).
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@ =50.95° [B=>5483 v=>5491°

a—+ B+ v =50.95°  54.83° + 54.91°
= 160.69°

Definicia 9.3 V hyperbolickej geometrii je trojuholnik s jednym alebo viacerymi vrcholmi na
okraji v nekonetne znamy ako asymptoticky trojuholnik. Ak mé trojuholnik jeden, dva
alebo tri vrcholy v nekonecne, oznacuje sa ako jednoasymptoticky, dvojasymptoticky alebo

trojasymptoticky trojuholnik.

Veta 9.3 Nech [ABC] je trojuholnik v H s uhlami o, B a~y. Potom plocha [ABC]| je ; ||[ABC|| =
m™—(a+B+7).

Definicia 9.4 Defekt trojuholnika je definovany ako rozdiel medzi 180° a stic¢tom vnitornych

uhlov trojuholnika.

Saccheriho §tvoruholnik je $pecidlny typ Stvoruholnika, ktory sa pouziva na skimanie vlast-
nosti euklidovskej a ne-euklidovskej geometrie. Je pomenovany po Giovanni Girolamo Saccherim,
talianskom matematikovi, ktory tieto utvary studoval v snahe dokézat Euklidov postulat o par-

alelnosti.

Definicia 9.5 Saccheriho stvoruholnik je stvorkombinovany ttvar (Stvoruholnik), v ktorom su
dve opac¢né strany (nazyvané nohy) rovnaké diZky a kolmé na tretiu stranu (nazyvanu zdkladria).

Stvrtd strana je nazyvand vrchol a zvyéajne nie je rovnaks v dizke ako zakladiia.

Veta 9.4 Porovnanim sprdvania sa medzi euklidovskou a hyperbolickou geometriou moéZeme

dospiet k zdveru, Ze:
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Euklidovskd Hyperbolickd

Dve rézne priamky sa pretinaji najviac v jednom bode najviac v jednom bode

Dand priamka m a bod P

existuje presne jedna aspon

Nepretinajice sa priamky st rovnako vzdialené st nikdy rovnako vzdialené

Uhlové vrcholy v

Saccheriho Stvoruholniku si pravé ostré

Dve rozne priamky kolmé

na rovnaki priamku si paralelné ultraparelélne

Sucet uhlov trojuholnika je rovny 180° mensi ako 180°

Plocha trojuholnika je nezavisld od suctu uhlov umernd defektu

Dua trojuholniky s kongruentnymsi

zodpovedajucimi uhlami su podobné kongruentné

Tabulka 4: Porovndvacie visledky - prispésobené z Tabulky 2.1 [J. C] str. 71

V nasledujicej tabulke uvddzame porovnanie medzi euklidovskou geometriou a hyperbolickou

geometriou, upravené podla tabulky uvedenej v [Judith Cedberg].

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Hyperbolickd geometria méa prekvapivo velké mnozstvo aplikécii v kazdodennom Zzivote, najmé
v oblastiach, ktoré si vyzaduji modelovanie zlozitych alebo zakrivenych priestorov.

Internet a iné siete (ako socidlne siete) mozu byt modelované pomocou hyperbolickej geome-
trie, kde vzdialenosti pomahaji pochopit konektivitu a efektivnost prenosu dat, vid [Boguna et
al.]. Systémy, ktoré zohladiiuji zakrivenie Zeme, ako napriklad GPS, vyuzivaji principy hyper-
bolickej geometrie na zlepSenie presnosti, najmé pri navigécii na velké vzdialenosti v rozlahlych
oblastiach [Jekeli]. Pri projektoch zahfnajicich mobilné siete pontika hyperbolickd geometria
silny rdmec na interpretdciu a optimalizdciu vlastnost{ sieti, od odolnosti po navigovatelnost,
pricom poskytuje teoreticku aj praktickd hodnotu pri porozumeni a sprave zlozitych systémov
[Fageeh et al.].

Hyperbolickd geometria sa objavuje aj v dizajne urcitych architektonickych struktir a um-
eleckych diel. Ako uvddza [Gawell]: “Vyuzitie hyperbolickej geometrie v architektire mozno
vysledovat v praci vyznamnych inzinierov, dizajnérov a architektov dvadsiateho storoé¢ia, vratane

P.L. Nerviho, M. Nowického, E. Saarinena, O. Niemeyera, F. Candelu, E. Torroju. Préaca

100



® e _
&
L J

Co-funded by ’. 6.
the European Union

MATH 3D GEOVR

inzinierov je obzvl4st zaujimava, pretoze ukazuje ich hladanie optimalnych strukturdlnych foriem
pomocou hyperbolickej geometrie.”

Projekt Hyperbolicka vysivka (Loom Hyperbolic, 2012), ktory sa uskutocnil v Marrédkesi,
bol in§pirovany marockym tradiénym remeselnym umenim, najmé technikou tkania bavlny na

stabilnom drevenom rdame [Dumitrascu].

Vo virtuélnej realite (VR) a hréch otvéra hyperbolickd geometria nové kreativne moznosti
tym, Ze vyvojarom umoziiuje navrhovat pohlcujice, neeuklidovské priestory, ktoré porusuji
tradiéné pravidla, ¢im zvySuju zapojenie a prieskum. V medicine hyperbolickd geometria
vyznamne pomaha pri interpretacii zlozitych obrazovych tudajov, ako st MRI a CT snimky.
Mapovanim §truktir, ako je zlozity povrch mozgu, pomocou hyperbolickych pojmov ziskavaju
odbornici presnejsie pochopenie detailnych anatomickych vlastnosti, ¢o zlepSuje diagnostiku a
analyzu ochoreni ovplyviiujicich tieto oblasti. Hyperbolické modely pomshaji optimalizovat
tok dopravy a mestské planovanie presnym simulovanim a analyzou pohybovych vzorcov vo
velkych a husto obyvanych oblastiach. To poméha mestskym pldanovacom robit informované
rozhodnutia na zvysenie efektivnosti cestnych sieti a pesich systémov vo velkych mestskych
aglomeraciach.

V oblasti poc¢itac¢ového videnia zlepSuje hyperbolickd geometria rozpoznévanie obrazov tym,
7e umoziuje algoritmom interpretovat a analyzovat zakrivené tvary a neeuklidovské priestorové

vztahy, ¢o je klicové pre aplikdcie v autonémnych systémoch a detekeii objektov.
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10 TEMA: Merania a jednotky v astronémii

1. Zdoévodnenie vyberu témy

Nasledujtice aspekty robia z témy hodnotny a pritazlivy doplnok k bakaldrskemu vzdeldvaniu,
vybavujui studentov praktickymi vedomostami, interdisciplindrnymi zruénostami a hlb§im pochopenim

historickych aj modernych vedeckych metdd.

1. Interdisciplindrne vzdeldvanie
Tato téma integruje geometriu, astronémiu a technoldgiu a pontuka studentom praktické
pochopenie toho, ako sa matematické pojmy aplikuji na javy v redlnom svete. Premostuje
priepast medzi teoretickou matematikou a praktickymi aplikdciami v astronémii, ¢o je

cenné pre Studentov, ktori sa venuju kariére v odboroch STEM.

2. Relevantnost pre moderné technolégie
S pokrokom v technoldgii, najmé vo virtudlnej realite (VR), Studenti ziskavaji pristup
k najmodernej$im nastrojom. Pouzivanie okuliarov VR poskytuje pohlcujici zézitok z
ucenia, ktory pomaha studentom vizualizovat a interagovat s astronomickymi javmi, ktoré
st inak abstraktné alebo je tazké ich priamo pozorovat. To pripravuje studentov na mod-
ernu vizualizéciu dat a technologické néstroje Siroko pouzivané vo vedeckom vyskume a

priemysle.

3. Historicky a prakticky vyznam
Pochopenie historickej tlohy geometrie v astronémii pomdha studentom ocenit vyvoj
vedeckého myslenia a metéd. Poskytuje tiez pevny zaklad pre moderné astronomické mera-
nia, ako je vypocet vzdialenosti medzi nebeskymi telesami a pochopenie pohybu planét,

ktoré su zalozené na geometrickych principoch.

4. Rozvoj zrucnosti
Kurz pomésha studentom rozvijat schopnost riesit problémy a analytické zruénosti ap-
likdciou geometrickych metéd na astronomické problémy. Tieto zruc¢nosti si prenosné
do roznych oblasti, ako je fyzika, inzinierstvo a détova veda. Pouzivanie nastrojov VR
navyse zvysuje digitdlnu gramotnost a priestorové uvazovanie, ¢o st délezité kompetencie

na dneSnom trhu préce.
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5. Apel na zvedavost a prieskum
Astronémia prirodzene podnecuje zvedavost, vdaka omu je predmet pre studentov pitavy.
Jeho kombindciou s geometriou a VR mézu studenti hmatatelnym a interaktivnym spoésobom
skimal rozsiahle koncepty, ako je velkost vesmiru, pohyb planét a nebeské udalosti. To

zvySuje angazovanost a motivaciu a podporuje hlbsi zaujem o matematiku a vedu.

2. Historické pozadie

Staroveké civilizdcie a rand geometria v astronémii. Babylon¢ania a Egyptania: Rané
civilizdcie ako Babylon¢ania a Egyptania zdsadne prispeli k astronémii. Pouzivali jednoduché
geometrické metédy na sledovanie nebeskych objektov, poméhali im predpovedat zatmenia,
slnovraty a rovnodennosti, ktoré si nevyhnutné pre polnohospodérstvo a nabozenské rituély.

Grécka astronémia. Gréci prispeli k pokroku vo vyuzivani geometrie na astronomické
ucely. Téles z Milétu a Pytagoras polozili zdklady a Hipparchos aplikoval geometrické principy
na vytvorenie prvych modelov nebeskych pohybov.

Ptolemaiov Almagest. V 2. storoc¢i nasho letopoctu vyvinul Ptolemaios sofistikovany geo-
centricky model vesmiru vyuzivajuci zlozité geometrické konstrukcie, vratane kruznic a epicyklov,
na vysvetlenie pohybu planét.

Zlaty islamsky vek. Islamski astronémovia: Pocas zlatého islamského veku vedci ako
Al-Battani a Ibn al-Haytham zdokonalili pouzivanie geometrie na zlepSenie astronomickych
vypoctov. Zachovali grécke diela, zlepsili pozorovacie techniky a pouzili geometrické modely
na predpovedanie nebeskych udalosti s véi¢Sou presnostou.

Renesancia a Kopernikova revolicia: Mikulds Kopernik V 16. storoc¢i svojou heliocentrickou
tedriou spochybnil geocentricky model, pricom geometriu pouzil na opis obeznych drah planét
okolo Slnka.

Johannes Kepler. Keplerove zakony pohybu planét odvodené pomocou geometrického
uvazovania sposobili revoliciu v naSom chapani obeznych drah planét a nahradili kruhové drahy
elipsami.

Galileo Galilei. Galileovo pouzitie dalekohladu na astronomické pozorovania este viac
upevnilo tdlohu geometrie pri interpretacii nebeskych javov.

Moderny vyvoj. Isaac Newton: Newtonove zdkony pohybu a univerzalnej gravitacie v spo-
jeni s jeho vyuzitim geometrie a kalkulu poskytli komplexny matematicky ramec na pochopenie
nebeskej mechaniky.

20. storoéie a vSeobecna relativita. Einsteinova tedria vSeobecnej relativity pouzila
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pokrocili geometriu (neeuklidovskil) na opis zakrivenia ¢asopriestoru okolo masivnych objektov,
¢im zasadne zmenila naSe chdpanie gravitacie a astronomickych javov.

Tento historicky vyvoj poukazuje na to, ako bola geometria dolezitym néastrojom vo vyvoji
astronomickych meracich technik, ¢im sa vytvorila poda pre moderné aplikacie, ako st simulécie

zalozené na virtualnej realite.

3. Vysledky vzdelavania

Tento modul sa nezameriava len na zlepSenie vedomosti Studentov o geometrii a astronémii, ale
zameriava sa aj na rozvoj roznych zruénosti — technickych, analytickych a interdisciplindrnych

— ktoré im budi prinosom v ich akademickej a profesionédlnej kariére.

1. Pochopenie geometrickych principov v astronémii: Studenti budd schopni pochopif a ap-
likovat zakladné geometrické pojmy pouzivané v astronomickych meraniach, ako je uhlova
vzdialenost, paralaxa, trianguldcia a sférickd geometria. Tieto principy st zdkladom mera-
nia vzdialenosti, uhlov a poloh nebeskych telies, kritickych pre historickii aj moderni

astronémiu.

2. Aplikécia geometrie na problémy skutoéného sveta: Studenti budd motivovani pouzivat
geometriu na riesenie praktickych problémov v astronémii, ako je vypocet vzdialenosti
medzi nebeskymi telesami, uréovanie velkosti planét a predpovedanie pohybu planét. Tento
vysledok zaistuje, Ze studenti moézu prevziat teoretické geometrické principy a aplikovat ich

v konkrétnych astronomickych kontextoch, ¢im sa rozvijaju zruénosti pri rieSeni problémov.

3. Obozndmenie sa s historickymi a modernymi technikami: Studenti ziskaji poznatky o
historickych metédach (napr. Eratosthenovo meranie Zeme) a modernych technolégiach
(napr. meranie paralaxy pomocou satelitov) pri astronomickych meraniach. Pochopenie
vyvoja meracich technik ukazuje Studentom pokrok vo vedeckom mysleni a zlepsuje ich

pochopenie sticasného stavu v tejto oblasti.

4. Vyuzitie technologickych néstrojov na vizualizaciu: Studenti budi schopni efektivne vyuzivat
technolégiu virtudlnej reality (VR) a dalsie digitdlne néstroje na vizualiziciu a interakciu
s geometrickymi reprezentdciami astronomickych merani. Studenti tak ziskavaji cenné
technické zrucénosti pri praci s vyspelymi technolégiami, ktoré su ¢oraz doélezitejsie vo

vedeckom vyskume a vzdeldvani.
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5. Zlepsenie priestorového a analytického myslenia: Studenti si rozsiria priestorové uvazovanie
a analytické myslenie pracou s trojrozmernymi modelmi vesmiru a rieSenim geometrickych
problémov v astronémii. Schopnost mysliet priestorovo a analyticky je kli¢ova v mnohych
disciplinach STEM a tieto zrucnosti sa zdokonaluji pomocou astronomickych merani

zaloZzenych na geometrii.

6. Rozvoj interdisciplindrnych vedomosti: Studenti pochopia, ako je geometria prepojen
s inymi oblastami, ako je fyzika, astronémia a inZinierstvo, a budud schopni integrovat
poznatky z viacerych disciplin pri rieseni zlozitych problémov. To podporuje interdisci-
plindrny pristup k uéeniu a ukazuje studentom, ako mozno matematické koncepty aplikovat

v roznych vedeckych oblastiach.

7. Kritické myslenie a vedecké badanie: Studenti si rozvint schopnosti kritického mysle-
nia analyzovanim udajov z astronomickych merani a spochybnovanim predpokladov a
obmedzeni roznych geometrickych modelov pouzivanych v astronémii. Povzbudzovanie
studentov, aby kriticky premyslali o metédach, ktoré pouzivaji, podporuje hlbsie vedecké

badanie a pomsha im pristupovat k problémom z prisnejsej perspektivy.

8. Historické ocenenie vedeckého rozvoja: Studenti ziskaji ocenenie za historicky prinos
matematikov a astronémov do oblasti geometrie a jej tilohu pri rozsirovani nasho chapania

vesmiru.

Odovodnenie: Podporuje sa tym §irsie uznanie historického kontextu, v ktorom sa rozvijaju

vedecké poznatky, pricom sa zdoraziuje nepretrzity charakter objavovania.

9. Vylepsena interakcia s abstraktnymi konceptmi: Pomocou technolégie VR a geometrickych
nastrojov budi studenti schopni hlbsie sa zapdjat do abstraktnych astronomickych kon-
ceptov a zlepsit svoju schopnost vizualizovat zlozité systémy. Interaktivne nastroje robia
abstraktné pojmy pristupnejsimi a putavejsimi, ¢im zlepsuji schopnost studentov udrzat

si a porozumiet zlozitému materidlu.
4. Teoretické zaklady

Euklidovska geometria: Zakladné pojmy.

Euklidovska geometria je zalozend na postulatoch gréckeho matematika Euklida, ako je nacrtnuté
v jeho diele Zdklady. Studuje vlastnosti a vztahy bodov, priamok, uhlov, ploch a telies v dvo-

jrozmernom alebo trojrozmernom priestore.
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Medzi zédkladné pojmy euklidovskej geometrie patria:

1. Body a ciary: V klasickej euklidovskej geometrii je bod primitivny pojem, definovany ako
“to, ¢o nemd ziadnu ¢ast”. Bod nem4 rozmery, iba polohu. Ciara: Euklides definoval ¢iaru
ako interval medzi dvoma bodmi a tvrdil, Ze moze byt predfiené do nekone¢na v oboch

smeroch.

2. Vzdialenost medzi dvoma bodmi: Vzdialenost medzi dvoma bodmi A(z,y4) a B(zg,yg)

v rovine mozno vypoéitat pomocou vzorca:
d(A, B) = \/(Z‘A — 1‘1,)2 + (yA — yB)Q.

V trojrozmernom priestore sa vzdialenost medzi A(z4,ya,24) a B(zp,yB,25) vypocita

ako

d(A, B) = /(x4 — )2 + (ya — yp)? + (24 — 2)%.

3. Uhly:
Uhol tvoria dva luc¢e so spoloénym koncovym bodom. Stcet uhlov v trojuholniku je vzdy

°180.

Najbeznejsimi typmi uhlov st pravé uhly (90 stupiiov), ostré uhly (menej ako 90 stupnov)

a tupé uhly (vacsie ako 90 stupnov).

4. Trojuholniky a Pytagorova veta: Pre pravouhly trojuholnik s odvesnami a a b a preponou

¢ Pytagorova veta tvrdi: a? + b = 2.

Tento vztah je zdsadny pri vypocte vzdialenosti a préaci s pravouhlymi trojuholnikmi.

5. Obvod a plocha:

Obvod P mnohouholnika je si¢tom dlzok jeho stran. Pre obdiznik s dizkou  a sirkou w:
P =20+ 2w.
Plocha mnohouholnika je mierou priestoru, ktory obklopuje. Pre obdiznik:
A=1xw.

Pre trojuholnik so zédkladnou b a vyskou h:

1
A=_-bxh.
50 %
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6. Kruh a kruznica: Kruznica je mnozina vSetkych bodov v rovine, ktoré si rovnako vzdialené

od daného bodu (stredu).
Obvod C' kruhu s polomerom r je:

C = 2mr.

Obsah kruhu je:

A=mr?

Kltaéové principy euklidovskej geometrie

Medzi klicové principy euklidovskej geometrie patria nasledujice postuléty:

Prvy postuldt: Dva body mozno vzdy spojit jedinou priamkou.

Druhy postulat: Priamu ohranic¢ent ¢iaru mozno vzdy predfiif.

Treti postulét: Z Iubovolného stredu a polomeru mozno vzdy zostrojit kruznicu.
Stvrty postulat: Vsetky pravé uhly st zhodné.

Postulat o rovnobeznosti: Danym bodom prechadza vzdy prave jedna priamka

rovnobezna s inou danou priamkou.

Fuklidovska geometria bola historicky vyznamnd v oblasti astronémie, najma pre vykonavanie
jednoduchych astronomickych merani. Dve zakladné aplikdcie zahfnaji vypocet vzdialenosti

pomocou paralaxy a urcenie vysky nebeskych objektov nad horizontom.

Sféricka geometria

Popis: Sféricka geometria sa zaoberd vlastnostami a vztahmi bodov, éiar a uhlov na povrchu
gule, ¢o je klic¢ové pre modelovanie nebeskej sféry a zakrivenia Zeme. Na rozdiel od euklidovskej
geometrie je najkratSou cestou medzi dvoma bodmi na gule oblik velkého kruhu, nie priamka.

V matematike je sféricky suradnicovy systém sturadnicovy systém pre trojrozmerny priestor,
kde je poloha daného bodu v priestore uréens tromi redlnymi ¢islami: radidlna vzdialenost r
pozdiz radidlnej ¢iary spdjajucej bod s pociatkom; polarny uhol # medzi radidlnou ¢iarou a
danou poldrnou osou; a azimutalny uhol ¢ ako uhol rotacie radidlnej ¢iary okolo polarnej osi.
Akondhle je polomer pevny, tri suradnice (7,0, ), zndme ako trojica, poskytuji siradnicovy

systém na guli, ktory sa zvycajne nazyva sféricky stiradnicovy systém. Rovina prechadzajica
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pociatkom a kolmé na polarnu os (kde poldrny uhol je pravy uhol) sa nazyva referenéné rovina

(niekedy zékladnd rovina).

Na definovanie sférického siradnicového systému je potrebné urcit poéiatoény bod v priestore,
O, a dva ortogonélne smery: zenitovy referenény smer a referenény smer azimutu. Tieto volby
urcuju referenénu rovinu, ktora je zvycajne definovana tak, ze obsahuje pociatoény bod a osi z
a g, pricom obe mozu byt oznacené ako referenény smer azimutu. Referenén rovina je kolmé
(ortogondlna) na zenitovy smer a zvycajne je urcend horizontdlne k vertikdlnemu zenitového

smeru. Sférické suradnice bodu P st potom definované takto:

e Polomer alebo radialna vzdialenost je euklidovské vzdialenost od zaciatku O po P.

e Sklon (alebo poldrny uhol) je uhol so znamienkom od referenéného zenitového smeru k

tisecke [OP]. (Namiesto sklonu mozno ako polarny uhol pouzit nadmorski vysku.)

e Azimut (alebo azimutélny uhol) je uhol so znamienkom merany od referenéného smeru

azimutu k ortogondlnej projekcii segmentu radidlnej priamky [OP] na referenéni rovinu.

Znamienko azimutu je uréené oznacCenim rotdcie, ktord je kladnym smerom otacania okolo
zenitu. Této volba je lubovolns a je sicastou definicie stiradnicového systému. (Ak je sklon nula
alebo °180 stupniov (= 7 radidnov), azimut je lubovolny. Ak je polomer nula, azimut aj sklon
st lubovolné.)

Elevécia je znamienkovy uhol od referen¢nej roviny 2Oy k radidlnej tsecke [OP], kde kladné
uhly st oznacené ako nahor, smerom k zenitovej referencii. Nadmorska vyska je °90 = Jradidny)
minus sklon. Ak je teda sklon °60(= gradidnov), potom je prevysenie °30(= Fradianov).

V linearnej algebre sa vektor od zaciatku O po bod P ¢asto nazyva polohovy vektor P.
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Akykolvek sféricky siradnicovy triplet (alebo n-tica) (r,6,¢) Specifikuje jeden bod tro-
jrozmerného priestoru. Na opaénej strane mé kazdy jeden bod nekonecne vela ekvivalentnych
sférickych stradnic. To znamend, ze uzivatel moze pridat alebo odéitat Iubovolny pocet celych
otacok k uhlovym mieram bez zmeny samotnych uhlov, a teda bez zmeny bodu. V mnohych
kontextoch je vhodné pouzit zdporné radidlne vzdialenosti, pricom konvencia je (—r,6, ), ¢o je
ekvivalent (1,6 +°180, ) alebo (r, °90 —@, o+ °180) pre lubovolné r, 8, a ¢). Navyse, (1, —6, )
je ekvivalentom (r, 0, o+ °180).

Ak je potrebné definoval jedineéni mnozinu sférickych stiradnic pre kazdy bod, pouzivatel
musi obmedzif rozsah, zndmy ako interval, kazdej stradnice. Beznou volbou je: radidlna vzdi-
alenost: r > 0; polarny uhol: °0 < § < °180 , alebo O rad < # < 7 rad a azimut : ° 0< ¢ <
°360 alebo 0 rad < ¢ < 27 rad .

Ale namiesto intervalu [ °0, °360 ) je azimut ¢ zvycajne obmedzeny na polootvoreny interval
(-°180, 4+°180], alebo (—m, +7] radidnov, ¢o je Standardnd konvencia pre zemepisni dizku.

Pre poldrny uhol 6 je rozsah (interval) sklonu [°0, °180], ¢o je ekvivalent vyskového rozsahu
(intervalu) [-°90, +°90]. V geografii je zemepisna Sirka nadmorska vyska.

Aj s tymito obmedzeniami, ak je polarny uhol (sklon) °0 alebo °180, elevécia je -°90 alebo
+°90, potom je uhol azimutu Iubovolny; a ak r = 0, azimut aj poldrny uhol si lubovolné. Na
definovanie stradnic ako jedineénych moze uzivatel uplatnit konvenciu, ze (v tychto pripadoch)
st lubovolné siiradnice nastavené na nulu.

Rovnako ako je dvojrozmerny kartézsky suradnicovy systém uzitoény — mé Siroku skdlu
aplikacii — na rovinnom povrchu, je dvojrozmerny sféricky suradnicovy systém uzitoény na
povrchu gule. Napriklad jedna gula, ktord je opisand v kartezidnskych sdradniciach rovnicou
22 + 3% + 22 = ¢, s nejakymi ¢ > 0,, mdze byt opisand v sférickych siradniciach jednoduchou
rovnicou r = ¢. (V tomto systéme je gula prispésobens ako jednotkové gula, kde je polomer
nastaveny na jednotku a potom sa moze vo vieobecnosti zanedbat.)

Toto (jednotkové sféra) zjednodusenie je tiez uzitoéné pri praci s objektmi, ako si rotacné
matice. Sférické siuradnice su tiez uzitocné pri analyze systémov, ktoré maju urcity stupen syme-
trie okolo bodu, vratane: objemovych integralov vo vnutri gule; potencidlne energetické pole
obklopujice koncentrovanii hmotu alebo naboj; alebo simulédcia globalneho pocasia v atmosfére
planéty.

Sférické siradnice bodu podla ISO konvencie (t.j. pre fyziku: polomer r, sklon 6, azimut ¢)

mozno ziskat z jeho kartezidnskych sturadnic (x,y, z) pomocou vzorcov:
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r=+vz2+y%+ 22,

z z
0 =arccos ————— = arccos — =
/$C2+y2+2’2 r
4

T2 4y2 .
arctan - Y if z>0

T2 4y2 .
T+ arctan Y2 if 2 <0

+Z if z=0and \/22+y2 #0

undefined ifr=y=2=0

arctan% ifz>0

arctan%+7r ifz<O0andy >0

W) z arctan? —7 ifx <0and y <0
o =sgn(y)arccos———

Va4 y? +35 ifr<Oandy >0

-5 ifr=0and y <0

undefined ifr=0andy=0

Naopak, kartezidnske stiradnice mozno ziskat zo sférickych stiradnic (polomer 7, sklon 6,
azimut ¢), kde r > 0, 6 € [0, 7], a ¢ € [0, 27) ako
x = rsinf cos p,
y = rsinfsin p,
z =rcosé.
Pocitanie vydialenosti
Ak st v sférickych siradniciach dané dva body (7,0, ¢) and (r', ¢, ¢’), vzdialenost medzi nimi

je:

D = \/r2 41" — 2r1/(sinfsin @’ cos(p — ¢') + cos @ cos 0').
Pouzitie: Pouziva sa pri ur¢ovani uhlovych vzdialenosti medzi hviezdami, modelovani pohybu
planét a chapani pojmov ako deklindcia a rektascenzia, ktoré si nevyhnutné pre navigaciu na

zemskej sfére a na urcovanie polohy.

Parallax

Paralaxa je zjavny posun v polohe objektu pri pohlade z dvoch réznych uhlov pohladu. V
astronémii sa pouziva na meranie vzdialenosti k blizkym nebeskym objektom, ako su hviezdy,
ich pozorovanim z dvoch miest na Zemi alebo z réznych ¢asov na obeznej drahe Zeme. Paralaxa

je zékladom pri merani vzdialenosti k blizkym hviezdam a planétam pomocou jednoduchych
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Obr. 10.1: Meranie paralaxy pozorovanim z bodov G a C

geometrickych vztahov medzi pohybom Zeme a zjavnym posunom nebeskych objektov.
Povedzme, Ze pozorujeme hviezdu z dvoch réznych pozicii na obeznej dréhe Zeme (s odstupom
Siestich mesiacov) a meriame uhol 6, ¢o je uhol paralaxy. Pomocou zakladnych principov eukli-

dovskej geometrie mozeme vytvorit pravouhly trojuholnik, kde:

e D je vzdialenost od Zeme k hviezde,

e d je zékladnd ciara (vzdialenost medzi dvoma pozorovacimi bodmi, zvy¢ajne priemer

obeznej drahy Zeme okolo Slnka) a

e 0 je uhol paralaxy.

Pre malé uhly je vzorec vzdialenosti paralaxy dany:

N d
~ 2tan(0)’

e Lunarna paralaxa

Prvé urcenie paralaxy bolo pre Mesiac, najblizsie nebeské teleso. Hipparchos, grécky as-
troném (150 pred Kristom), uréil paralaxu Mesiaca na 58 na vzdialenost priblizne 59-
nasobku rovnikového polomeru Zeme v porovnani s modernou hodnotou 57’02, 6", teda
stredna hodnota 60,2-nasobku. Lunarna paralaxa je priamo urcend z pozorovani vyko-
nanych na dvoch miestach, ako je G, Greenwich, Anglicko, a C, Mys dobrej nadeje, Juzna
Afrika, ktoré si takmer na rovnakom poludniku. Pozoruju sa dva uhly z; a zo a dalsie
tdaje sa ziskavaji zo zemepisnych §irok observatérii a zndmej velkosti a tvaru Zeme. V

praxi sa hviezdy v blizkosti Mesiaca pozorujui aj kvoli eliminacii chyb lomu a pristrojov.

Radarové a laserové merania vzdialenosti od Zeme k Mesiacu poskytli nedavnu hodnotu

lundrnej paralaxy. Dosahy radarov a laserov maju tu vyhodu, Ze ide o priame meranie
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vzdialenosti, hoci rozsahy si ovplyvnené zmenami v topografii povrchu Mesiaca a vyzaduju
si predpoklady o mesaénom polomere a tazisku. Medzindrodna astronomickd tinia v roku

1964 prijala hodnotu 5702, 608" pre mesacnu paralaxu, ¢o zodpoveda strednej vzdialenosti

384 400 km (238 900 mil).

e Slnecéna paralaxa

Zakladnou metédou pouzivanou na urcenie slnecnej paralaxy je urCenie trigonometrickej
paralaxy. V silade s gravitaénym zdkonom sa zname relativne vzdialenosti planét od Slnka
a vzdialenost Slnka od Zeme moZno povazovat za jednotku dfiky. Meranie vzdialenosti
alebo paralaxy ktorejkolvek planéty uréf hodnotu tejto jednotky. Cim mensia je vzdi-
alenost planéty od Zeme, tym vicsie budi merané paralaktické posuny so zodpovedajicim
zvySenim presnosti uréenej paralaxy. NajpriaznivejSie podmienky preto poskytuje po-
zorovanie planét priblizujtcich sa blizko k Zemi v ¢ase opozicie. Uréenie moze byt zalozené
bud na simultdnnych alebo takmer sicasnych pozorovaniach z dvoch réznych miest na
zemskom povrchu, alebo na pozorovaniach uskuto¢nenych po zidpade a pred vychodom
Slnka na tom istom mieste, ked posunutie miesta pozorovania spésobené rotaciou Zeme

poskytuje zdkladnd ¢iara pre merania.

Prvé primerane presné urcéenie paralaxy Slnka sa uskutocnilo v roku 1672 z pozorovani

Marsu na Cayenne, Franctizskej Guyane a Parizi, z ktorych sa ziskala hodnota 9,5 ”.

Na zistenie slne¢nej paralaxy sa pouzivaju aj metody zavislé od rychlosti svetla. Hodnota
rychlosti svetla bola urcend s velmi vysokou presnostou a mozno ju vyuzit niekolkymi
roznymi sposobmi. Priama metdda je obratenim postupu danskeho astronéma Oleho
Romera pri objavovani rychlosti svetla; t.j. pouzit svetelni rovnicu alebo ¢as, ktory svetlo
potrebuje na to, aby sa k nam dostalo v réznych vzdialenostiach od Jupitera, ale tymto
sposobom je fazko dosiahnutelnd velkd presnost. Druhd metéda je pomocou konstanty
aberécie, ktora uddva pomer rychlosti Zeme na jej obeznej dréhe k rychlosti svetla. Kedze
aberécia vytvéara rotni dobu amplitidy 20, 496" v pozicidch vsetkych hviezd, jej mnozstvo
bolo uréené mnohymi spésobmi. Pozorovania uskutoénené v Greenwichi v rokoch 1911 az
1936 poskytli hodnotu 20,489” £ 0,003", ¢o viedlo k hodnote 8, 797" 4 0,013 P"™¢ pre

slne¢ni paralaxu. Tato metéda nie je zbavend podozrenia na systematicki chybu.

Rychlosti hviezd smerom k Zemi alebo od nej sa urc¢uju zo spektroskopickych pozorovani.
Vyberom casov, kedy ju orbitalny pohyb Zeme undSa smerom k hviezde alebo od nej,

st astronémovia schopni matematicky urcit rychlost Zeme na jej obeznej drdhe. Tymto
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orbit of Earih

Obr. 10.2: Hviezdna paralaxa

sposobom sa zistilo, Ze slne¢nd paralaxa z pozorovani na Myse Dobrej nadeje je 8, 802" 4

0,004".

Radarové merania vzdialenosti od Zeme k Venusi poskytli najlepsie urcenie slneénej par-
alaxy. Meranim doby letu radarového impulzu k Venusi mozno ziskat vzdialenost medzi

dvoma planétami, ¢o umoznuje uréit jednotkovi vzdialenost medzi Zemou a Slnkom.

Sticasné hodnota pre astronomicki jednotku je 149 597 871 km (92 955 807 mil). Hlavnymi
obmedzeniami pouzitia radaru na meranie astronomickej jednotky s zavislost na znalos-
tiach o drdhach planét, neistota v hodnote rychlosti svetla a moznost elektromagnetickych

efektov v plazme Zem-Venusa oneskorujicich radarovy impulz.

e Hviezdna paralaxa

Hviezdy sd prilis vzdialené na to, aby bolo mozné rozoznat akykolvek rozdiel v polohe z
dvoch miest na zemskom povrchu, ale kedze sa Zem otéca vo vzdialenosti 149 600 000 km
od Slnka, hviezdy si pocas roka videné z velmi odlisnych uhlov pohladu. Vplyv na ich
polohy sa nazyva roénd paralaxa, definovand ako rozdiel v polohe hviezdy pri pohlade zo
Zeme a zo Slnka. Jeho mnozstvo a smer sa menia v zavislosti od ro¢ného obdobia a jeho
maximum je 7, kde a je polomer obeznej drahy Zeme a r vzdialenost hviezdy. Mnozstvo

je velmi malé a nikdy nedosiahne 1 /206 265 v radianoch alebo 1”7 v Sestdesiatkovej miere.

Nemecky astroném Friedrich Wilhelm Bessel pomocou heliometra navrhnutého nemeckym
fyzikom Josephom von Fraunhoferom ako prvy zmeral v roku 1838 hviezdnu paralaxu. Vy-
bral si 61 Cygni, hviezdu sotva viditelnd volnym okom, o ktorej je zndme, Ze mé relativne

vysokti rychlost v rovine na oblohe, Bessel v roku 1838 ukézal, Ze po korekcii rychlosti sa

114



e _
+ @
the European Union
MATH 3D GEOVR

hviezda oc¢ividne kazdy rok pohybovala po elipse. Tento pohyb tam a spét bol kazdoroénou
paralaxou. Astronémovia po starocia vedeli, ze k takémuto efektu musi dojst, ale Bessel bol
prvy, kto to presne dokazal. Besselova paralaxa priblizne jedna tretina oblikovej sekundy
zodpoveda vzdialenosti priblizne 10,3 svetelnych rokov od Zeme k 61 Cygni, hoci Bessel
to takto nevyjadril. (Najblizsia zndma hviezda je Alfa Centauri, vzdialend 4,3 svetelnych

rokov, s paralaxou asi 0,75".)

Keplerove zakony planetarneho pohybu

V astronémii Keplerove zékony pohybu planét, publikované Johannesom Keplerom bez tretieho
zékona v roku 1609 a dplne v roku 1619, opisujui obezné drahy planét okolo Slnka. Tieto zdkony
nahradili kruhové drahy a epicykly v heliocentrickej tedrii Mikulasa Kopernika eliptickymi
drahami a vysvetlili, ako sa menia rychlosti planét. Keplerove tri zakony opisuji pohyb planét
okolo Slnka pomocou geometrickych principov.

Z&kony vysvetluji, ako planéty sleduju eliptické drahy, ako zametaji rovnaké oblasti v rov-
nakych ¢asoch a vztah medzi obeznou dobou planéty a jej vzdialenostou od Slnka. Tri zdkony

uvadzaju, ze:

Prvy Keplerov zakon: Zakon elipsy. Obezna draha kazdej planéty okolo Slnka je
elipsa. Stred Slnka sa vzdy nachddza v jednom ohnisku orbitdlnej elipsy. Slnko je v
jednom ohnisku. Planéta na svojej obeznej drahe sleduje elipsu, ¢o znamena, ze vzdialenost
planéty od Slnka sa neustéle meni, ked planéta obieha svoju drdhu.] Prvy Keplerov zdkon:
obezna draha kazdej planéty okolo Slnka je elipsa. Stred Slnka sa vzdy nachadza v jednom
ohnisku orbitalnej elipsy. Slnko je v jednom ohnisku. Planéta na svojej obeznej dréhe
sleduje elipsu, ¢o znamen4, ze vzdialenost planéty od Slnka sa neustdle meni, ked planéta

obieha svoju obeznui drahu.

Druhy Keplerov zakon: Zakon o rovnakych plochach. Pomyselnd Ciara spajajuca
planétu a Slnko pretina rovnaké oblasti priestoru pocas rovnakych casovych intervalov,
ako planéta obieha. V podstate ide o to, Ze planéty sa po svojich drdhach nepohybuju
konstantnou rychlostou. Ich rychlost sa meni skor tak, ze ¢iara spijajica stredy Slnka a
planéty zameta rovnaké casti plochy za rovnaky ¢as. Bod najblizsieho pribliZzenia planéty k
Slnku sa nazyva perihélium. Bodom najvicsieho oddelenia je afélium, teda podla druhého
Keplerovho zékona sa planéta pohybuje najrychlejsie, ked je v perihéliu a najpomalsie v

aféliu.
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Treti Keplerov zakon: Harmonicky zakon. Druhé mocniny obeznych dob planét
su priamo umerné tretim mocni¢kam hlavnych polosi ich obeznych drdh. Treti Keplerov
zakon naznacuje, ze doba, pocas ktorej planéta obehne Slnko, sa rychlo zvysuje s polom-
erom jej obeznej drahy. Tak zistime, ze Merkiru, najvnutornejsej planéte, trva obeh okolo
Slnka len 88 dni. Zemi to trva 365 dni, zatial ¢o Saturn potrebuje 10 759 dni, aby urobil
to isté. Aj ked Kepler nevedel o gravitécii, ked prisiel so svojimi tromi zdkonmi, pomohli
Isaacovi Newtonovi odvodif jeho teériu univerzélnej gravitécie, ktorsd vysvetluje neznamu
silu, ktord stoji za Keplerovym tretim zdkonom. Kepler a jeho teérie boli rozhodujice
pre lepsie pochopenie dynamiky nasej slnecnej stustavy a ako odrazovy mostik k novsim

tedriam, ktoré presnejSie priblizuju nase planetarne drahy.

Eliptické drahy planét boli naznacené vypoctami drahy Marsu. Z toho Kepler usudil, ze aj
iné telesa v Slnecnej stustave, vratane tych vzdialenejsich od Slnka, maju tiez eliptické drahy.
Druhy zékon stanovuje, ze ked je planéta blizsie k Slnku, pohybuje sa rychlejsie. Treti zdkon
vyjadruje, ze ¢im dalej je planéta od Slnka, tym dlhsia je jej obezné doba.

Isaac Newton v roku 1687 ukézal, ze vztahy ako Keplerov budu platit v Slne¢nej stistave ako
dosledok jeho vlastnych zdkonov pohybu a zdkona univerzalnej gravitacie.

Uzitoénost Keplerovych zdkonov sa rozsiruje na pohyby prirodzenych a umelych satelitov,
ako aj na hviezdne systémy a extrasoldrne planéty. Ako formuloval Kepler, zdkony, samozrejme,
nebert do tvahy gravita¢né interakcie (ako rusivé uc¢inky) roznych planét na seba. Vseobecny
problém presnej predpovede pohybov viac ako dvoch telies pri ich vzajomnych pritazlivostiach
je dost komplikovany; analytické riesenia problému troch telies nie je mozné ziskat okrem niek-
torych $pecialnych pripadov. Mozno poznamenat, ze Keplerove zdkony sa nevztahuji len na
gravitéciu, ale aj na vietky ostatné sily podla inverzného stvorcového zakona a, ak sa nalezite
zohladnia relativistické a kvantové efekty, aj na elektromagnetické sily v atéme.

Aplikécia: Tieto zdkony poméahaji studentom pochopit, ako sa geometria pouziva na pred-
povedanie obeznych drah planét, vypocet ich polohy kedykolvek a pochopenie geometricke;

povahy usporiadania slnecnej ststavy.

Model nebeskej sféry

Ked sa pozriete na oblohu a pozorujete, ako Slnko, Mesiac a hviezdy idd okolo, je lahké si
mysliet, ze sme v strede vesmiru, ze vietko sa to¢i okolo nasho malého sveta. Skuto¢ne, takto
si vacsina ludf v histérii ludstva myslela, ze sa veci maji. Zem vnimali ako centrum vietkych

veci. Tym, zZe je Zem centrom vSetkého stvorenia, bolo to zvlaStne miesto. Slnko, Mesiac a

116



e
- Co-funded by ’:ﬂ.
the European Union
MATH 3D GEOVR

pit znamych planét sa toéi okolo sveta. Niekde za Saturnom bola Obloha alebo Vault alebo
Nebo, kde sidlili hviezdy. Niektori Iudia videli Oblozenie ako doslovni kupolu alebo gulu, kde
viseli hviezdy. Ttto nebesku sféru povazovali za skutoénu, fyzikalnu stavbu a vSetky hviezdy
boli viac-menej rovnako vzdialené od Zeme.

Samozrejme, dnes vieme, ze neexistuje ziadna fyzickd nebeskd sféra a ze hviezdy si od nas
ovela dalej, nez sa predpokladalo v staroveku. V skutocnosti nie st od nds vsetci rovnako
vzdialeni. Hviezdy, ktoré sa na oblohe zdajui byt blizko seba, mézu byt v skutoénosti vzdialené
stovky alebo tisice svetelnych rokov, ked ich uvazujeme v troch rozmeroch. Zd4 sa, ze si blizko
seba len preto, Ze st z nasho pohladu priblizne v rovnakej linii pohladu. Predstavte si opticki
iltiziu, vdaka ktorej dva objekty vyzerajui blizko seba, aj ked st v skutoénosti daleko od seba.

Nebeska sféra je imagindrna sféra so stredom na Zemi, na ktort sa premietaji vsetky nebeské
objekty. Pochopenie geometrie nebeskej sféry je zakladom pre lokalizdciu hviezd a planét po-
mocou suradnic, ako je deklindcia a rektascenzia.

Horizontalny sturadnicovy systém je nebesky suradnicovy systém, ktory vyuziva miestny
horizont pozorovatela ako zakladni rovinu na definovanie dvoch uhlov sférického siradnicového
systému: nadmorskej vysky a azimutu. Preto sa horizontalny stiradnicovy systém niekedy okrem
iného nazyva systém az/el, systém alt/az alebo systém alt-azimut. V altazimutovej montézi
dalekohladu sleduji dve osi pristroja vysku a azimut.

Nebesky stradnicovy systém rozdeluje oblohu na dve pologule: hornd, kde sd objekty nad
horizontom a st viditelné, a dolnd pologulu, kde si objekty pod horizontom a nie je mozné
ich vidiet, pretoze Zem na ne brani vo vyhiade.[ al Velky kruh oddelujici hemisféry sa nazyva
nebesky horizont, ktory je definovany ako velky kruh na nebeskej sfére, ktorej rovina je kolm4 na
lokdlny vektor gravitacie. V praxi mozno horizont definovat ako rovinu dotyénicu k pokojnému,
tekutému povrchu, ako je napriklad ortutovy bazén. Pél hornej pologule sa nazyva zenit. Pl

dolnej pologule sa nazyva nadir.

Ked sa pozriete na oblohu a pozorujete, ako Slnko, Mesiac a hviezdy idi okolo, je lahké si
mysliet, Ze sme v strede vesmiru, Ze vietko sa to¢f okolo nasho malého sveta. Skutocne, takto
si vacsina ludi v histérii ludstva myslela, ze sa veci maji. Zem vnimali ako centrum vsetkych
veci. Tym, Ze je Zem centrom vSetkého stvorenia, bolo to zvlaStne miesto. Slnko, Mesiac a
pit zndmych planét sa to¢i okolo sveta. Niekde za Saturnom bola Obloha alebo Vault alebo

Nebo, kde sidlili hviezdy. Niektori Iudia videli Oblozenie ako doslovni kupolu alebo gulu, kde
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Obr. 10.3: Nebeska sféra

viseli hviezdy. Ttto nebesku sféru povazovali za skutoénu, fyzikalnu stavbu a vSetky hviezdy
boli viac-menej rovnako vzdialené od Zeme.

Samozrejme, dnes vieme, ze neexistuje ziadna fyzickd nebeskd sféra a ze hviezdy si od nas
ovela dalej, nez sa predpokladalo v staroveku. V skutocnosti nie st od nds vsetci rovnako
vzdialeni. Hviezdy, ktoré sa na oblohe zdaju byt blizko seba, mozu byt v skutoénosti vzdialené
stovky alebo tisice svetelnych rokov, ked ich uvazujeme v troch rozmeroch. Zd4 sa, ze si blizko
seba len preto, Ze sd z nasho pohladu priblizne v rovnakej linii pohladu. Predstavte si optickd
iltiziu, vdaka ktorej dva objekty vyzerajud blizko seba, aj ked st v skutocnosti daleko od seba.

Nebeska sféra je imaginarna sféra so stredom na Zemi, na ktorti sa premietaji vietky nebeské
objekty. Pochopenie geometrie nebeskej sféry je zakladom pre lokalizdciu hviezd a planét po-
mocou suradnic, ako je deklindcia a rektascenzia.

Horizontalny sturadnicovy systém je nebesky suradnicovy systém, ktory vyuziva miestny
horizont pozorovatela ako zdkladni rovinu na definovanie dvoch uhlov sférického siradnicového
systému: nadmorskej vysky a azimutu. Preto sa horizontalny siradnicovy systém niekedy okrem
iného nazyva systém az/el, systém alt/az alebo systém alt-azimut. V altazimutovej montézi
dalekohladu sleduji dve osi pristroja vysku a azimut.

Nasleduju dve nezavislé horizontdlne uhlové sturadnice:

Nadmorska vyska (alt.), niekedy oznacovand ako nadmorska vyska (el.) alebo zdanlivé vyska,
je uhol medzi objektom a miestnym horizontom pozorovatela. Pre viditelné objekty je to uhol
medzi °0 a °90 Azimut (az.) je uhol objektu okolo horizontu, zvy¢ajne merany od skutoéného
severu a rastici smerom na vychod.

Horizontalny stradnicovy systém by sa nemal zamieiat s topocentrickym stradnicovym
systémom. Horizontdlne stradnice definuji orientdciu pozorovatela, ale nie polohu pévodu,

zatial ¢o topocentrické siradnice definuji miesto poévodu na povrchu Zeme, na rozdiel od geo-
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centrického nebeského systému.

Aplikécia: Model poméha opisat, ako sa meni poloha hviezd poéas noci a roka, a je nevyh-
nutny na pochopenie geometrickych principov, na ktorych su zalozené hviezdne mapy, navigacia
a astronomické pozorovania.

Tieto dalsie zaklady dopiﬁajli tito tému zavedenim systémov na urcovanie polohy a lokalizacie
nebeskych objektov, ako aj klticovych geometrickych zdkonov, ktoré si zdsadné pre pochope-
nie spravania svetla a drah na sférickych povrchoch, ktoré su pri astronomickych meraniach
rozhodujuce. Tieto teoretické zaklady poskytuji matematické a geometrické ramce potrebné na
pochopenie a vykonavanie astronomickych merani, od klasickych metéd vyvinutych Grékmi az

po moderné relativistické korekcie v nebeskej mechanike.

10.1 Metodika vyucby astronémie s VR

Stidium euklidovskej geometrie s okuliarmi VR moze poskytnif transformaény, pohlcujici
vzdeldvaci zazitok, ktory umoziuje studentom interagovat s geometrickymi tvarmi a konceptmi
sposobmi, ktoré presahuju tradicné 2D diagramy a znazornenia na tabuli. Tu je navod, ako

mozno pomocou VR preskiimat a vylepsit rozne aspekty euklidovskej geometrie:

1. Vizualizacia a interakcia s 3D tvarmi Skiimanie geometrickych telies:

Vo VR moézu studenti manipulovat a skiimat 3D verzie geometrickych telies, ako st kocky,
gule, pyramidy a hranoly. Mo6zu si ich prezerat z rdznych uhlov, otd¢at ich a dokonca sa po
tvaroch “prechadzat”, aby hlbsie pochopili ich vlastnosti. VR umoziiuje studentom pitvat
telesa, odhalovat prierezy, aby lepsie porozumeli vztahom medzi 2D tvarmi a 3D objektmi,
napriklad ako moze krdjanie kuzela vytvérat kruhy, elipsy alebo paraboly. Interaktivne

dokazy:

Namiesto kreslenia dokazov na papier mozu studenti pouzit VR na interaktivne vytvaranie
dokazov. Napriklad dokdzanie Pytagorovej vety sa d& urobit manipuldciou so §tvorcami
na stranach pravouhlého trojuholnika a ich fyzickym “preusporiadanim” spésobom, ktory
demonstruje vztah medzi oblastami. Pomocou interaktivnych transformaécii, ako st rotécie,
preklady a odrazy, mézu studenti priamo manipulovat s postavami, aby pochopili zhodu,

podobnost a symetriu.

2. Skiimanie Euklidovych postulatov v 3D:

Vo VR moézu studenti priamo nakreslit priamku medzi Iubovolnymi dvoma bodmi v 3D
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priestore a preskimat tak koncept priamych ¢iar nielen v rovine, ale aj vo viésom 3D

prostredi.

Interakciou s ¢iarami moézu Studenti vidiet rozsirenia ¢iar v redlnom case, pochopit, ako sa
ciary spravaju v euklidovskom priestore a ako tento postulat funguje v 2D aj 3D nastave-

niach.

Studenti mo6zu jednoducho kreslit kruhy vyberom akéhokolvek stredu a polomeru, potom
si ich prezerat z réznych uhlov a dokonca ich pozorovat ako prierezy gulécok alebo inych
telies, ¢im si upevnia svoje chdpanie kruhovej symetrie. Paralelny postuldt (Za predpok-
ladu, Ze priamka a bod nie st na priamke, moze byt bodom nakreslend iba jedna priamka

rovnobeznd s danou priamkou):

VR dokaze vizudlne demonstrovat paralelné ¢iary v dvojrozmernych rovinach aj tro-
jrozmernom priestore, ¢o ukazuje, ze rovnobezné ¢iary sa nestretdvaju bez ohladu na to,

ako daleko si prediiené, a Studenti moézu tento koncept skiimat samotnym kreslenim ¢iar.

3. Pochopenie vztahov uhlov a vzdialenost{ Meranie uhlov:

Studenti mézu pouzit virtudlne néstroje na meranie uhlov medzi pretinajicimi sa ¢iarami,
polygénmi alebo pevnymi objektmi, ¢im ziskaju jasnu predstavu o tom, ako uhly funguja
v 3D priestore. Mozu interagovat s dynamickou manipuldciou uhlov, ¢ im umoziuje
upravovat uhly a okamzite pozorovat, ako sa v dosledku toho menia dalsie geometrické
vlastnosti (napriklad vidief, ako sa si¢et vniitornych uhlov v trojuholniku vzdy rovna 180
stupniom, aj ked sa meni tvar tro juholnika). Vypocty vzdialenosti a plochy: Prostredia VR
mozu poskytovat interaktivne néstroje na meranie vzdialenosti medzi bodmi alebo pozdfz
kriviek, ¢m sa posiliiuje koncept tseciek a vzdialenosti. Studenti moézu tiez vypocitat
plochy a objemy vyberom pléch polygénov a mnohostenov, ¢o poskytuje prakticky sposob

internalizacie vzorcov pre plochu a objem.

4. Transformacie a symetria Preklady, rotdcie a odrazy:

VR ulah¢uje prekladanie, otdcanie a odrézanie objektov v priestore. Studenti mézu
napriklad pohybovat trojuholnikom po rovine alebo oté¢at kockou v priestore, aby presktmali
ucinky tychto transformdcii na rézne geometrické vlastnosti (ako je kongruencia alebo
symetria). Mozu tiez studovat symetriu pozorovanim odrazov v roznych rovinach a pochopit,
ako funguju skupiny symetrie interakciou s objektmi, ako st pravidelné mnohosteny (napr.

platénske telesd). Teseldcie a obklady:
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Studenti mozu vytvarat mozaiky opakovanim mnohouholnikov v priestore, ¢o im poméha

porozumiet periodickym vzorom a tomu, ako mozu pravidelné mnohouholniky usporiadat

rovinu. Mo6zu sa na ne pozerat z roznych perspektiv, ¢im posilinuju priestorovi vizualizaciu.

5. Dynamické konstrukcia a experimentovanie Konstrukcia geometrickych dtvarov:

Pomocou néstrojov VR mozu studenti vytvarat zédkladné geometrické tvary, ako su tro-
juholniky, stvoruholniky, kruhy a mnohouholniky v 2D aj 3D priestore. M6zu manipulovat
s tymito konstrukciami, menit diiky stran, uhly a orientdcie a zaroven pozorovat, ako sa za-
chovavaju vlastnosti ako rovnobeznost alebo zhoda. Problémy s interaktivnou geometriou:
VR pontka platformu na dynamické riesenie geometrickych problémov. Napriklad zostro-
jenie rovnostranného trojuholnika alebo rozpolenie uhla sa moze stat interaktivnou vyzvou,
kde studenti manipuluji s virtudlnymi kompasmi a pravitkami, ako by to robili pri tradi¢nych

konstrukeidch kompasu a pravitka, ale s dalsou vyhodou pohlcujicej vizualizacie.

Poubitie: Tento ramec podporuje najjednoduchsie astronomické merania, ako je vypocet

vzdialenosti pomocou paralaxy alebo urcenie vysky nebeskych objektov nad horizontom.

5. Aplikacie v kazdodennom zivote

Prieskum vesmiru a satelitnd navigacia.

Aplikdcia: Geometria hra rozhodujucu ulohu pri vypocte trajektorii vesmirnych misii, ¢
uz ide o vypustanie satelitov, posielanie roverov na Mars alebo skiimanie vzdialenych planét.
Napriklad obezné dréhy satelitov sa urcuji pomocou geometrickych principov kuzeloseciek
(elipsy, paraboly) a presné merania zaistuji sprdvne umiestnenie kozmickej lode.

Relevantnost: Pochopenie tychto geometrickych zékladov umoziiuje inzinierom predpovedat a
riadit trajektérie kozmickych lodi, zabezpecit satelitné pokrytie systémov GPS a vyhnit sa

kolizidm s vesmirnym odpadom.

Globéalne systémy urcovania polohy (GPS).

Aplikicia: Technolégia GPS sa pri vypocte presnych poldh na Zemi vo velkej miere spolicha
na geometricki trianguldciu. Pouzitim signédlov z viacerych satelitov, ktoré sii umiestnené podla
geometrickych principov, dokéZe systém presne uréit polohu objektu s vysokou presnostou.
Relevantnost: Aplikacia geometrie v GPS je rozhodujtica pre navigiciu v kazdodennom Zivote,
od smartféonov po dopravné systémy, a pre pokrocilejsie pouzitia, ako si autonémne vozidld,

mapovanie a geopriestorova analyza.
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Astronomické pozorovania a vyskum.

Aplikécia: Moderné astronomické observatorid a vesmirne teleskopy, ako je Hubbleov vesmirny
teleskop alebo pripravovany vesmirny teleskop Jamesa Webba, vyuzivaji geometriu na vypocet
vzdialenosti medzi nebeskymi objektmi, meranie pozicii hviezd a pochopenie galaktickych strukttr.
Techniky ako astrometria (presné meranie pozicii hviezd) a paralaxa sa spoliehaji na geomet-
rické principy.

Relevantnost: Tieto merania si nevyhnutné pre vedecké objavy, ako je identifikacia exoplanét,

Studium temnej hmoty a mapovanie Struktiry vesmiru.

Hviezdna paralaxa a meranie vzdialenosti.

Aplikédcia: Hviezdna paralaxa, zjavny posun polohy blizkej hviezdy na pozadi vzdialenych
hviezd, ked Zem obieha okolo Slnka, sa pouziva na meranie vzdialenosti hviezd v nasej galaxii.
Této technika vyuziva jednoduché geometrické principy trojuholnikov a uhlov.

Relevantnost: Paralaxa zostdva zdkladnym nastrojom na uréovanie vzdialenosti hviezd, ¢o je

rozhodujice pre pochopenie rozsahu vesmiru, tvorby hviezd a Struktiury galaxii.

Astronomické zobrazovanie a 3D vizualizacia.

Aplikécia: Moderné technolégie vratane VR (virtudlnej reality) a 3D modelovania vyuzivaju
geometriu na vytvaranie pohlcujicich simuldcif nebeskych javov. Okuliare VR umoziiuji pouzivatelom
skiimat geometrické modely planetdrnych systémov, obeznych drédh a hviezdnych ttvarov, éim
poskytuji hlbsie pochopenie priestorovych vztahov vo vesmire.

Relevantnost: Je to dolezité pre vzdeldvanie, vedecky dosah a vyskum, pretoze pontka in-
tuitivnejsie pochopenie zlozitych astronomickych systémov a umoziiuje interaktivne skiimanie

vesmiru.

Planetarny pohyb a orbitdlna mechanika.

Aplikacia: Geometria je zakladom pri vypocte a predpovedani obeznych drah planét na
zaklade Keplerovych zakonov pohybu planét a newtonovskej mechaniky. Tieto vypocty sa
pouzivaji na vypustenie satelitov, planovanie medziplanetarnych misii a predpovedanie nebeskych
udalosti, ako su zatmenia a prechody.

Relevantnost: Presné predpovede orbitalnych dréh s rozhodujtice pre vietko od kazdodennych

operacii vesmirnych agenttr, ako je NASA, az po komercné satelitné sluzby.

Kozmolégia a tvar vesmiru.

Aplikacia: V kozmolégii sa geometria pouziva na studium tvaru a Struktiary vesmiru. Tedrie
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ako vseobecn4 relativita, ktoré opisuju zakrivenie ¢asopriestoru v doésledku gravitacie, pouzivaju
neeuklidovski geometriu na vysvetlenie rozsiahlych struktir, ako su ¢ierne diery, gravita¢né
SoSovky a expanzia vesmiru.

Relevantnost: Pochopenie geometrie ¢asopriestoru poméha vedcom vyvijat modely javov, ako je
Velky tresk, temnd energia a koneény osud vesmiru, ¢o poskytuje zdklad pre modernd teoreticki

fyziku.

Astrofotografia a ¢asozberné pozorovanie.

Aplikacia: Geometrické algoritmy sa pouzivaji v astrofotografii na zachytenie a spracovanie
snimok nebeskych telies v priebehu ¢asu. Najma ¢asozberné pozorovanie si vyzaduje presné
geometrické vypocty na sledovanie zdanlivého pohybu hviezd a planét po oblohe.
Relevantnost: Tieto techniky st zivotne dolezité pre amatérskych aj profesionalnych astronémov,

ktori dokumentuju nebeské udalosti, ako si meteorické roje, konjunkcie planét a stopy hviezd.

Tieto aplikdcie demonstrujd, ze geometria je nadalej dolezitym néstrojom v teoretickych aj
praktickych aspektoch modernej astronémie, od kazdodennych technolégii, ako je GPS, az po
pokrocilé vedecké snahy, ako je prieskum vesmiru a kozmoldgia.

https://math.libretexts.org/Bookshelves/Geometry/Modern_Geometry_(Bishop)/03

%#3A_Introduction_to_Hyperbolic_Geometry/3.01%3A_Hyperbolic_Geometry
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